
高斯分布：从一般到特殊

Jianqi Huang

October 2022

1 一维高斯分布

对于一个一维高斯，从一开始需要表示一个对称的分布，同时从 y 轴开始向两侧不断递减的形式，
也就是说需要满足以下的几个条件：

X → ∞, f(X) → 0 (1)
f ′(X) < 0, X > 0 (2)
F ′(X) > 0, X ≤ 0 (3)

而因此一开始从一个指数函数开始：

exp{−1

2
x2} (4)

其中规定指数的系数为 1
2，目的在于为后来的积分、求导的处理的方便考虑．

进一步的，我们需要将其标准化，也就是其积分之后为 1，显然目前函数形式的积分并不等于 1，需
要通过增加常数系数实现：先进行积分之后再进行除以积分量．先令

I =

∫ +∞

−∞
exp{−x2} (5)
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实际积分的函数的 x 系数与划一之后的系数可建立等式关系，先划一处理．

I2 = (

∫
R
f(x)dx)2

=

∫ +∞

−∞
exp{−x2}

∫ +∞

−∞
exp{−y2}

=

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
exp{−(x2 + y2)}

=

∫ 2π

0
dθ

∫ ∞

0
rexp{−r2}dr

= 2π × (−1

2
)e−r2 |∞0

= π

所以最后会得到 (2) 式 I =
∫ +∞
−∞ exp{−x2} =

√
π 因此一个标准正态（高斯）分布：

f(x) =
1√
2π

exp{−1

2
x2} (6)

若均值和方差不是 (0, 1)，则进行相应的标准化，标准化的方式以 z-scores 实现：

z =
x− µ

σ
(7)

由此

f ′(x) =
1√
2πσ

exp{−1

2
(
x− µ

σ
)2} (8)

2 多维高斯分布

从一个相互独立的高斯分布来引起，所谓的相互独立，在事件 A 和 B 同时发生的概率是等于两者
单独发生的乘积．以数学公式的表示：

P (AB) = P (A)× P (B) (9)

由此公式可推出对于一个多维的高斯分布的密度函数可以表示为多个一维高斯分布的乘积．

f(X) = f(x1) · f(x2) · · · f(xn)

=
1√
2πσ1

exp{−1

2
(
x1 − µ1

σ1
)} · 1√

2πσ2
exp{−1

2
(
x2 − µ2

σ2
)} · · · 1√

2πσd
exp{−1

2
(
xd − µd

σd
)}

其中 X = (x1, x2, · · · , xn)
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同时在考虑指数的结合上，令：

d2(x, µ) = (
x1 − µ1

σ1
)2 + (

x2 − µ2

σ2
)2 + · · ·+ (

xd − µd

σd
)2

= [x1 − µ1, x2 − µ2, · · · , xd − µd]


1
σ2
1

0 · · · 0

0 2
σ2
2

· · · 0

...
... . . . ...

0 0 · · · 1
σ2
d



x1 − µ1

x2 − µ2

...
xd − µd


= (X − µ)TΣ−1(X − µ)

2.1 向量之间的不独立

一般来说，相关性是独立性的必要非充分条件，但对于一组高斯分布来说，其不相关性可与独立性

等价．

证明.

σij = E(Xi − µi)(Xj − µj)

=

∫ +∞

−∞
· · ·

∫ +∞

−∞
(xi − µi)(xj − µj)f(x1, · · ·xq) · f(xq+1, · · · , xp)dx1 · · · dxp

=

∫ +∞

−∞
· · ·

∫ +∞

−∞
(xi − µi)f(x1, · · ·xq)dx ·

∫ +∞

−∞
· · ·

∫ +∞

−∞
(xj − µj)f(xq+1, · · · , xp)dx

= 0

因为 σij = σiσjρij , σi ̸= 0, σj ̸= 0，因此对于条件 σij = 0 等价于 ρij = 0．因此不相关可以推出独

立

核心思想：从一个二维开始，将两个非独立变量通过线性变换转变为一个独立不相关的一对变量．

一对目标变换方向的向量以 u1 =

[
u11
u21

]
, u2 =

[
u12
u22

]
形式写出，则数据的投影到上面的长度可
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以用

uT1 ·X = [u11, u
2
1]

[
x1

x2

]
(10)

最终的投影表示的是在 µ1 上的坐标．

Y =

[
uT1 ·X
uT2 ·X

]
= UTX (11)

其中 U 是一个正交矩阵 UT = U−1

如之前类似：先对于数据进行标准化：

Z =

 Y1−µY1
σY1

Y1−µY1
σY1

 =

[
1/σY1 , 0

0, 1/σY2

][
Y1 − µY1

Y2 − µY2

]

= D(Y − µY ) = D(UT − UTµX)

= DUT (X − µX)

计算相对距离

d2(z, µ) = z21 + z22 = [z1, z2]

[
z1

z2

]
= ZTZ (12)

d2(x, µ) = ZTZ = (DUT (X − µX))T (DUT (X − µX)) = (X − µX)TUDTDUT (X − µX) (13)

Σ−1
Y = DTD =

[
1/σ2

Y 1, 0

0, 1/σ2
Y 2

]
(14)

从协方差 ΣY =

[
1/σ2

Y 1, 0

0, 1/σ2
Y 2

]
的定义和与 X 之间的等式关系可进一步推得：

ΣY = E[(Y − µY )(Y − µY )
T ]

= E[UT (X − µX)(X − µX)TU ]

= UTE[(X − µX)(X − µX)T ]U = UTΣXU

即

ΣY = UTΣXU (15)
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在其中的 UDTDUT = UΣ−1
Y UT 而结合上等式可得

UDTDUT = Σ−1
X (16)

最终可将距离转换为只与 X 向量自身相关的函数：

d2(x, µ) = (X − µX)TΣ−1
X (X − µX) (17)

在标准化中 Z = DUT (X − µX)，因此

|DUT | =
√
|Σ−1

X | = |ΣX |−
1
2 (18)

因此最终的概率密度表达式

f(X) =
1√
2π

exp{−z2/2} =
1

(2π)
d
2 |ΣX |

1
2

exp{−1

2
(X − µX)TΣ−1

X (X − µX)} (19)

2.2 从代数角度理解

我们同样站在推论高斯分布下独立与相关的等价下，利用代数知识推导高斯分布．因为 X ∼
N (µ,Σ)，其中 Σ 为一个半正定矩阵，由此存在满秩矩阵 B ∈ Rn 使得

Z = B−1(X − µ) (20)
Z ∼ N (0, I) (21)

同时 B 矩阵满足

B = BT (22)

由雅可比矩阵 J(Z → X)，其中

J(Z → X) =
∣∣B−1

∣∣ = |B|−1 = |B|−
1
2
∣∣BT

∣∣− 1
2 =

∣∣BBT
∣∣−1/2 (23)

其中 g(x) = f(x)J(Z → X)

g(x) = f(x)J(Z → X) =

∫ ∞

∞
· · ·

∫ ∞

−∞

1

(2π)n/2|BBT |
1
2

e−1/2[(X − µ)(BBT )−1(X − µ)T ]dx1 · · · dxn

(24)
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再对于之前的 Σ 进行推导，可以看到

Σ = E[(X − µ)(X − µ)T ]

= E[(BZ − 0)(BZ − 0)T ]

= Cov(BZ,BZ)

= B · Cov(Z,ZT )BT

= BBT

再代入 (24) 式中可以得到与 (19) 相同的结论：

g(X) =
1√
2π

exp{−z2/2} =
1

(2π)
d
2 |ΣX |

1
2

exp{−1

2
(X − µX)TΣ−1

X (X − µX)} (25)
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