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1 概率论的基本概念

Definition 1.1. 将事件 (event) 定义为样本点上的某个集合，称某事件发生当且仅当它所包含的某个样本
点出现．

1.1 随机变量

• 样本点：将随机试验每一个可能的结果称为样本点 (sample point)

• 样本空间 Ω - 所表示的是所有可能的结果的集合

• 基本事件 ω - 一次试验的不可再分的结果．（元素）

• 事件 A - 由若干个 ω 组合而成的．

之间的关系表示：

ω ∈ Ω

ω /∈ A

A ∪ Ω

随机变量的本质是定义在样本空间中的可测函数，随机事件是样本空间的可测子集．因此对于一个基本事件

来说，随机变量 X 是定义于 Ω 的实值函数．X 是一个映射 Ω → R 同时一个基本事件映射到 X 上：ω → X(ω)

Note 1.1. 函数 f，才是真正的一个函数；函数值 f(x) 表示 f 在 x 处的取值．
而往往描述一个随机变量 X，不会以 X(ω), ω ∈ Ω，但已经隐含在其中了．

σ 代数：属于 Ω 的子集所构成的子集族，满足：

1. Ω ∈ F F 就是子集族．

2. 若 A ∈ F，则 Ac ∈ F （对补集封闭）
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3. 若 A1, A2 ∈ F 则 ∪An ∈ F （对可列并封闭）

Example 1.1. Ω ∈ {1, 2, 3} A = {1}
F0 = {Ω,∅} 是一个 σ 代数．（平凡的 sigma 代数）F1 = {Ω,∅, A,AC} 同样也是一个 σ 代数．

σ 代数所表示的就是一个所有包含的信息，F 的信息是最小的，依次递增．

2Ω 表示所有子集构成的集合（Ω 的幂集）2Ω = 2Ω

Definition 1.2. 实数域 R 上的 Borel 代数 B：由 R 上的所有开区间生成的 σ 代数

Note 1.2 (生成的). 子集族 C 生成的 σ 代数，包含 C 的最小 σ 代数．
本身要是 σ 代数，要包含其他任何的 σ 代数之中．

Note 1.3. σ 代数的交集仍是 σ 代数．

Borel 代数的集合就是 Borel 集．

1.2 概率的表示

Properties 1.1. F 是事件域, 则 Ω ∈ F ; ∅ ∈ F

Definition 1.3. (Ω,F)���：可测空间，在这上面看事件是否发生．

概率：是对于某个代数空间的信息的度量方式．对某个事件赋予取值在 0-1 区间的数，用概率来衡量．数学

定义：

Definition 1.4. (Ω,F) 从 F 映射到 [0,1] 上的集函数满足：（1）A ∈ F (2) (3) 可列可加性

Note 1.4. 概率本质上也是一个函数，属于集函数，定义域 F → [0, 1]将一个事件 A映射到 P(A)A → P (A)

Definition 1.5. 称 (Ω,F , P ) 为概率空间，其中 Ω 为样本空间，F 为这个样本空间的事件域，P 是定义在
F 上的事件域．

可测空间 (X,F)，X 的子集 A 称为 F 可测的，在进一步给出一个测度 µ，就能够构成一个三元组 (X,F , µ)

的测度空间，而若那个测度是一个概率测度，就构成上述的概率空间．（概率空间是一类特殊的测度空间）

Definition 1.6 (分布函数 (distribution function)). 称 FX(x) = P (X ≤ x) = P ({ω : X(ω) ≤ x})

Definition 1.7. r.v. X 取值于 (a, b] 的概率，P (X ∈ (a, b]) = P (x ≤ a)− p(x ≤ b) = FX(b)− FX(a)

Properties 1.2. 由任何集合系 C 生成的 σ-域 σ(C) 存在且唯一．

Properties 1.3 (分布函数 Fx 的性质). 1) 单调不减:∀a < b, FX ≤ FX(b)

2)

P (X = x) = P ({ω;X(ω = x)})

= P ({ω : X(ω) ≤ x})− P ({ω : X(ω) < x})

= P ({ω : X(ω) ≤ x})− lim
h→0

P (X ≤ x− h)

= FX(x)− FX(x−)
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Definition 1.8 (分布律). 对于一个 Borel 集 B ∈ B，PX(B) = P (X ∈ B) = P ({ω : X(ω) ∈ B}) 称为随机
变量 X 的分布 (law)．

做法：需要将概率空间转化到分布空间上．

1.3 两种主要的随机变量

1.3.1 纯跳函数

若分布函数不连续，则它只有跳跃型的间断点 FX(x) =
∑

k:xk≤x Pk

其中对于所有的 k，有 0 < Pk ≤ k,
∑

k Pk = 1

Example 1.2. 1. 二项分布 B(n, p), n = 1, 2, 3, · · · , 0 < p < 1

Pk = P (X = k) = Ck
np

k(1− p)n−k, k = 0, 1, 2, 3, · · · , n
2. 参数为 λ 的泊松分布 Pk = P (X = k) = e−λ λk

k!

1.3.2 大多数连续分布有密度

函数 fx，使得 FX(x) =
∫ +∞
−∞ fx(y)dy, x ∈ R 且 fx 满足 ∀x, fX(x) ≥ 0

Example 1.3 (三种连续分布). [a,b] 均匀分布：

f(x) =


1

a− b
x, x ∈ [a, b]

0, x /∈ [a, b]

指数分布：

fX(x) =

{
λe−λx, x ≥ 0

0, x < 0

正态（高斯）分布的函数表达式

f(x) =
1√
2πσ

exp− (x− µ)2

2σ2

标准正态 (normally distribution): 密度函数 ϕ

ϕ(x) =
1√
2π

e−x2/2

分布函数

Φ(x) =

∫ x

−∞

1√
2π

dy

Note 1.5. 连续分布取任何一点的概率都是为 0.
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1.4 随机变量数字特征

1.4.1 连续型随机变量

若有密度 fX 则数学期望

µX = EX =

∫ ∞

−∞
xfX(x)dx

方差

σ2
X = E[(x− µX)2] = E[X2]− (E[X])2 =

∫
R

(x− µX)2dx

对于 l ∈ N，l 阶距：

E[X l] =

∫
R

xlfX(x)dx

对于实值函数 g，g(X) 的期望

Eg(X) =

∫
R

g(x)fX(x)dx

1.4.2 离散型随机变量

离散型的随机变量 X 的概率分布为 pk = P (X = xk)，定义其数学期望或均值：

µx = E[X] =
∑
k

xkPk

X 的方差可以定义为：

σ2
X = E[(x− µx)]

2 =
∑
k

(xk − µx)
2Pk

对于 l ∈ N，X 的 l 阶矩可以表示为：

E[X l] =
∑
k

xl
kPk

对于一个实值函数的数学期望：

E(g(X))2 =
∑
k

g(xk)Pk

假设一个正态分布 N(µ, σ2)

P (µ− 1.96σ ≤ X ≤ µ+ 1.96σ)

= P (−1.96 ≤ X − µ

σ
≤ 1.96)

= 0.95

2σ 原则：对于一个好的正态，取值就是在 µx 内的概率约为 95%
3σ 原则：往往在管理学得到应用．

Definition 1.9. 切比雪夫不等式：P (|X − EX| ≥ ε) ≤ DX
ε2
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∀A ∈ F IA =

{
1, w ∈ A

0, w /∈ A

证明. E[IA] = PA

P (|X − µ| ≥ ε)

= E[Ix−µ≥ε]

= E[I(x−µ)2≥ε2 ]

≤ E[(x− µ)2]

ε2
=

σ2

ε2

1.5 随机向量

Definition 1.10 (有限维随机向量). 设 X = {(x1, x2, · · · , xn)} 都是一维的实值，则称 X 为一个随机向量．

Definition 1.11 (分布函数).

Fx(X) = P (X ≤ x)

FX(x) = P (X1 ≤ x1, X2 ≤ x2, · · · , Xn ≤ xn) = P ({X(ω)})

Definition 1.12. 对某个恰当的子集 B ∈ Rn(B ∈ B(Rn))

PX(B) = P (X ∈ B) = P ({ω : X(ω) ∈ B}) 表示的就是一个 X 的分布.
其中 B(Rn) 为一个 Borel 集

若随机变量有密度 f(X) 则 X 的分布函数 FX 可以表示为一个积分的形式．

FX(x) =

∫ x1

−∞

∫ x2

−∞
· · ·
∫ xn

−∞
f(y)dyn · · · dy2dy1

其中 x 为随机向量．对于一个随机向量的密度函数可以满足的是在 Rn 上积分之后得到结果为 1．

Definition 1.13 (边缘分布 (marginal distribution)). 将其他部分积分之后就是得到了没有积分的随机向量
（随机变量）的边缘密度函数．

若 fX(x) = g1(x1)g2(x2) · · · gn(xn)．其中 gi ≥ 0 即 gi 是一个一维密度函数. 其中 x1, x2 · · ·xn 之间互相独

立．

1.5.1 数字特征

期望 µX：

µX = E[X] = (E[X1], E[X2], E[Xn])
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协方差矩阵 Σ： ∑
= (Cov(xi, xj))i, j = 1, 2, 3, , , n

(Xi, Xj) 协方差:

σij = cov(Xi, Xj) = E[(Xi − µXi
)(Xj − µXj

)] = E(XiXj)− µXi
µXj

特别的，(Xi, Xi) 的协方差

Cov(Xi, Xi) = σ2
Xi

Example 1.4. 协方差矩阵半正定的．

证明. 对于任意一个向量 y

yT
∑

y =yTE[(X − µ)(X − µ)T ]y

=E[yT (X − µ)(X − µ)T y]

=E[((X − µ)T y)T ((X − µ)T y)]

=E[||(X − µ)T y||2] ≥ 0

Example 1.5. n 维正态分布随机向量 X

fX(x) =
1

(2π)
n
2 (det

∑
)

1
2

exp{−1

2
(x− µ)

−1∑
(x− µ)T }

其中 µ ∈ Rn∑
: n× n 的正定矩阵

det
∑
为
∑
的行列式

µ = EX,
∑

=
∑

X

协方差的标准化 ρij =
Cov(xi,xj)

σiσj
，证明 |ρij | ≤ 1

Note 1.6. 高斯随机向量的线性变换就是高斯随机向量 X ∼ N(µ,
∑

)

A : m× n 矩阵，AX ∼ N(Aµ,A
∑

AT )

Definition 1.14. X = (x1, x2, · · · , xn) 为随机向量，假设 fX(x1, xn) 为其密度函数，n 个 n 元函数
反函数 xi = hi(y1, y2, · · · yn) 若存在 gi 有连续偏导数，则有分量 Yi = gi(X1, X2, · · · , Xn)

给定的随机向量
fY (y1, y2, yn) = fx(x1, x2, · · · , xn)detJ (1)

当 (y1, y2, yn) ∈ R(g1, g2, · · · , gn) 其中 xi = hi(y1, y2, yn)，J 为坐标变换的 Jacobi 矩阵．

1.6 独立与相关

cantor 集合论：概率论结合了集合论和测度论，测度就是概率，构成了概率的基础．
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Definition 1.15. 若两个事件 A1 和 A2 满足：

P (A1, A2) = P (A1)P (A2) (2)

则称为它们的相互独立的．也就是对于一个事件 A1 发生对 A2 的发生没有影响．

独立与不相容：独立不表示两个随机事件不会同时发生，而不相容是指互相之间不发生．

Definition 1.16 (随机变量独立). X1 和 X2 两个随机变量，若 ∀B1, B2 ∈ B 则称这两个随机变量相互独立．

FX1,X2
(x1, x2) = FX1

(x1)FX2
X2

fX1,X2
(x1, x2) = fX1

(x1)fX2
X2

假设 A1, A2, · · ·An 事件，对任意整数 0 ≤ k ≤ n 对于任意下标 1 ≤ i1 ≤ i2 ≤ in ≤ n 都有

PX1,X2
(x1, x2) = fX1

(x1)fX2
(x2) (3)

设 X1, X2, · · · , Xn 为 n 个随机变量，若对 1 < k ≤ n 任意下标 1 ≤ i1 < i2 · · · ik ≤ n 以及 R 中对所有 borel
集都有

P (Xi ≤ Bi1, Xi2 ∈ Bi2, Xik ∈ Bik) = P (Xi1 ∈ Bi1), P (Xi2 ∈ Bi2) · · ·P (Xin ∈ Bin) (4)

则称随机变量之间是相互独立的．即事件 {X1 ∈ B1}{X2 ∈ B2}, {Xn ∈ Bn} 等价于

FX1,···Xn
= F (x1, x2, · · · , xn)

= FX1(x1)FX2(x1) · · ·FXn(xn)

Example 1.6. n 维高斯随机向量 X：

fX(x) =
1√

(2π)n/2(det
∑

)1/2
exp{−1

2
(x− µ)

∑
(x− µ)T }

当且仅当
∑
为对角矩阵，X 的各分量之间是相互独立的．（高斯随机向量并不等同于任意两个正态分布的

随机向量的组合）

Note 1.7. 不相关不能推出独立，但独立可以推出不相关．但对于 Gauss RV 各分量独立和不相关是等价
的．不相关的条件与独立的条件是不同的．不相关的条件 Cov(X,Y ) = E[X,Y ] = 0, 而独立条件 p(X,Y ) =

p(X)p(Y )
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Example 1.7. X ∼ N(0, 1), Z =


1, p =

1

2

−1, p =
1

2

.

P (Y ≤ y) = P (XZ ≤ y)

= P (XZ ≤ y, Z = 1) + P (XZ ≤ y, Z = −1)

= P (X ≤ y, Z = 1) + P (−X ≤ y, Z = −1) = P (X ≤ y)

Y 和 X 同分布.
Cov(X,Y ) = E[X,Y ] = E[X2]E[Y ] = 0

X 与 Y 不相关. 进一步发现 X 与 Y 不独立．(X,Y ) 不是高斯随机向量．

Note 1.8. 上例中发现 (X,Y ) 没有密度函数．
∫
A
f(X,Y )dxdy = 0 同样可以推出不相关．(X,Y ) 没有密度

函数．同样可以说明连续型随机向量并不一定有密度函数．

Example 1.8. X ∼ N(0, 1),X 与 −X 同分布，E[X] = E[X3] = 0

Cov(X,X2) = E[X3]− E[X]E[X2] = 0 ⇒ (X,X2)���
因此，若 X 与 Y 不独立，则 f(X) 与 g(Y ) 独立．反过来不成立．

Example 1.9. (X,Y ) 令 P (X = i, Y = j) =

2 随机过程

2.1 基本概念

Definition 2.1. 随机变量 Xt 在时间上的随机实现，在某一个空间 Ω 上的随机变量序列

(Xt, t ∈ T ) = (Xt(ω)), t ∈ T, ω ∈ Ω

一个随机过程是定义在 (Ω,F , P ) 上的以 T 为指标集的随机变量族，T 可以是 {0, 1, 2, · · · , n} 或非负整数集、

非负实数、整数或实数．对于任意固定的 t ∈ T ,Xt 的取值范围称为状态空间，记为 S，其中的元素就称为

状态．

Definition 2.2. T 为无穷指标集，设 (Xt, t ∈ T ) 是随机变量的集合，若对任意的 t1, t2,∈ T 对于随机变量
Xt1 , Xt2 都还是相互独立的．

Definition 2.3 (IID). 若对于一个 Xt,t ∈ T 相互对立，且 ∀t ∈ T ，Xt 具有相同的分布．则称为他们是相
互独立的．

Note 2.1. 随机过程是一个二元函数：在固定时间 t ∈ T 上，Xt 是一个 (Ω,F , P )的随机变量；当样本 ω ∈ Ω

固定时，Xt(ω) 是一个关于 t 的函数．

Definition 2.4. 若 T 是一个区间：T = (a, b), (a,∞)X 为一个连续时间过程．若 T 是元素有限或一个可数
集，则称 X 为离散时间过程．（时间序列）
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Definition 2.5. 自回归与滑动平均模型 ARMA 模型，假设 {Zt} 为一个 iid 的随机变量序列．阶为 q 的滑
动平均模型 (MA(q))

Xt = Zt + θt−1 + θqZt−q, t ∈ Z

一个一阶自回归模型 (AR(1))
Xt = ϕXt−1 + Zt

其中 θi 及 ϕ 为实值参数．

2.1.1 随机变量与随机过程

随机变量 X：Ω → R, ω → X(ω)

随机过程 X：Ω× T → S 的映射

(ω, t) → Xt(ω)

S 为 [0,T] 上的函数空间:
S = {f(t), t ∈ [0, T ]}

X : Ω → S, ω → X(ω) ∈ S

其中 X 称为随机元．X(ω) 为关于 t 在函数空间 S 中的一个函数．

Definition 2.6. (随机过程的分布是有限维的分布的集合) 随机过程 X 的有限维分布是指在有限维随机向
量 (Xt1, Xt2, · · · , Xtn) 是关于 t 的分布．
其中 n ≥ 1 是任意自然数，t1, t2, tn ∈ T 是关于时间的所有可能选择.

Definition 2.7 (高斯过程). 若一个随机过程的有限维分布都是高斯分布．则称为高斯过程.

Example 2.1. T=[0,1] 相互独立的且都服从标准正态分布 N(0, 1) 的随机变量，构成高斯过程．

有限维分布

P (Xt1 ≤ x1, Xt2 ≤ x2, · · · , Xtn ≤ xn)

= P (Xt1 ≤ x1)P (Xt2 ≤ x2) · · ·P (Xtn ≤ xn)

= Φ(x1)Φ(xx) · · ·Φ(xn)

对于任意的 t ≤ 1, X ∈ Rn

随机过程作图，可以画出一个样本轨道：

2.2 期望和协方差函数

期望函数

µX(t) = E[Xt]

协方差函数：

Cx(t, s) = E[(Xt, µx(t))(Xs − µX(s))] = E[XtXs]− µX(t)µX(s)
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其中：E[XtXs] = RX(t, s) 是一个自相关函数．方差函数：σ2
X(t) = E[X2

t ]− µ2
X(t)

Note 2.2. 高斯过程是一个通过期望函数和协方差函数就可以决定了，非高斯过程不一定{
µX(t) = 0, s = t

CX(t, s) = 1, s ̸= t

相关结构：称 X = (Xt, t ∈ T ) 是严格平稳的，有限维的分布关于指标 t 是平移不变的．

(Xt1 , Xt2 , · · · , Xtn) ⇒ (Xt1+h, Xt2+h, · · · , Xtn+h)

对于所有的可能指标选择 t1, t2, · · · , tn ∈ T 及 t1 + h, t2 + h, · · · , tn + h ∈ T

可以认为在变化过程中往右移动，同分布，但取值完全不一样．

Example 2.2 (平稳高斯过程). 对于高斯过程，上式可以简化为 ∀h 使得 s+ h, t+ h ∈ T 的 t, s ∈ T，有期
望函数平移不变，协方差函数也平移不变．（高斯过程只是由参数期望和协方差函数决定）
即对于 t ∈ T

µX(t) = µX(t+ h)

CX(t, s) = CX(t+ h, s+ h){
µX(t) = µX(0)

C(t, s) = ĈX(|t− s|)

其中 t-s 是给定的．

对于高斯过程，严格平稳等价于期望函数为常值函数，协方差依赖于距离 |t− s| 一般来说，一个过程 X 满

足上述过程，就称为宽平稳过程（平稳过程：一个不会随时间变化而改变）.
令 X = (Xt, t ∈ T ) 是一个随机过程，T ⊂ R 是一个区间，若 ∀t, s ∈ T 使得 t+ h, s+ h ∈ T 有

Xt −Xs = Xt+h −Xs+h

称 X 具有平稳增量的 (stationary increment)．换句话说，平稳就是不变的增量对于存在的一个 h．
若对于任意 ti ∈ T 且（书本上有）

2.3 布朗运动

f

Definition 2.8 (布朗运动 (Brownian motion)). 若一个随机过程 B = (Bt, t = 0) 满足：
1. 从零点出发，B0 = 0;
2. 具有平稳独立增量: 两个区间需要互不相交的;
3. 对每个固定的 t，Bt ∼ N(0, t);
4. 具有连续样本轨道; 则称随机过程 B 为标准布朗运动或维纳 (wiener process)．

非标准：方差不一定为 t，布朗运动，初始值规定为 0，系数为 1．4. 可以从 1，2，3 中推导出．
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2.3.1 布朗运动-数字特征

µB(t) = E[Bt] = 0

σt = V ar(t) = t = E[B2
t ]

协方差函数：CB(St) = RB(s, t) = E[Bs, Bt] 当 t ≥ s 时候，CB(s, t) = E[Bs(Bt − Bs + Bs)] = E[Bs(Bt −
Bs)] + E[B2

S ] 同理可得：t < s 时，CB(s, t) = t ⇒ CB(s, t) = min(s, t)

布朗运动是一个高斯过程．（全部的有限维分布是高斯分布）

有限维分布 ∀n ∈ N, 0 < t1 < t2 < · · · < tn

(Bt1, Bt2, Bt3, Btn)
T = (Bt1, Bt2 −Bt1 +Bt1, · · · , Btn −Btn−1 +Btn−1 −Bt1)

其中 Btn −Btn−1 是一个区间．

高斯过程是由期望和方差所决定的．布朗运动等价定义于 BM 是期望为 0，协方差函数为 min(s, t) 的高斯

过程．

轨道性质：处处不可微和全变差无界．

Note 2.3. 柏松过程是依概率连续,probablity continuity

自相似过程：若一个随机过程 Xt, t ≥ 0 满足：(Xat1 , Xat2 , · · ·Xatn) = (aHXt1, a
HXt2, · · · , aHXtn) 其中

∀a > 0, ∀n ∈ N, 0 ≤ t1, · · · tn 则称 H 是一个自相似的，H 称为自相似指数．

Note 2.4. 自相似过程的轨道是几乎处处不可微的

B.M. 是一个 1
2 自相似过程

(Bat1 , Bat2 , · · ·Batn) = (a
1
2Xt1, a

1
2Xt2, · · · , a

1
2Xtn)

进一步可推出 BM的轨道几乎处处不可微的．(几乎处处不可微的概率为 1) P (properitiesQ) = 1 ⇒ properitiesQ������

级数：weierstrass 构造了

Wa(x) =

∞∑
n=1

an cos(bnx)

布朗运动也称为维纳过程 (Wiener Process)

P (处处不可导) = 1

模拟布朗运动，全变差无界，B.M. 的全变差 (Total variation)

TVB = sup
π

n∑
k=1

|Btk −Btk−1
|

11



2.4 泊松过程 (Poissson process)

Definition 2.9 (计数过程). 假设 {Nt} 表示的是 (0, t] 上的某个随机事件发生的次数，{Nt, t ≥ 0} 为计数
过程. 其中 t 表示一个时间点.

对于一个计数过程来说:

• {Nt} ≥ 0；

• {Nt} 的取值非负整数；

• ∀t > s,Nt ≥ Ns；

• ∀t > s,Ns,t = Nt −Ns 表示的是 (s, t] 的事件发生的次数．

2.4.1 泊松过程的构造

我们考虑一系列的指数 RIτ1, τ2, · · · , τn，它们具有相同的均值 1
λ．我们建立这样的一个模型，其中的一个事

件（称为跳跃）随时可能发生．第一次跳跃在 τ1 时刻发生，第二次在 τ2 时刻，第三次在 τ3 等等．随机变

量 τk 称为间歇时间．第 n 次发生跳跃的时刻为

Sn =

n∑
k=1

τk

柏松过程 N(t) 给出了截止时刻 t 跳跃的次数．

N(t) =



0, if0 ≤ t ≤ S1

1, ifS1 ≤ t ≤ S2

...,
...

n, ifSn ≤ t ≤ Sn+1

Definition 2.10. 对于一个计数过程 {Nt} 计数过程
N0 = 0；具有独立平稳增量；∀t > 0, Nt ∼ P (λt) 即

P (Nt = k) =
(λt)k

k!
e−λt

则认为为强度 λ 的柏松过程.

一个计数过程增加一些性质到泊松过程的转换．

Example 2.3. ∀t > s

Ns,t = Nt −Ns = Nt−s −N0 ∼ P (λ(t− s))

其中 Nt −Ns 与 Ns 独立．
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2.4.2 泊松运动-数字特征

µN (t) = E[Nt] = λt

σ2
N (t) = V ar(Nt) = λt

E[N2
t ] = λt+ (λt)2

自相关函数 RN (t, s) = E[Nt, Ns]

当 t ≥ s 时

E[Nt, Ns] = E[(Nt −Ns +Ns)Ns] = E[Nt −Ns]E[Ns] + E[Ns]
2 = λ2ts+ λs

当 t < s 时，

RN (t, s) = λ2ts+ λ

因此 Rn(t, s) = λ2ts+ λmin(t, s)

Definition 2.11 (泊松等价定义). 假设 {Nt} 为一个计数过程，N0 = 0 具有平稳独立增量；

P (Nh = 1) = λh+ o(h), ∀h > 0

P (Nh ≥ 2) = o(h), ∀h > 0

则称强度为 λ 的柏松过程. 其中给定 {Nh} 控制住，再考虑一个计数的大小的变化对 P 的影响．

P (Nh = 0) = 1− P (Nh = 1)− P (Nh ≥ 2) = 1− λh+ o(h)

在单位时间内，到达车站的数学期望相同，所以实际生活中将时间区间划分为等长 n 段，每段时间 ti 内，有

一个乘客到达车站的概率近似与这段时间呈 1
n 正比，比例系数 λ，正好一个乘客到达的概率 P = λ

n，同时

假定 n 很大时候，要有两个乘客是不太可能的，因此没有乘客到达的概率 P = 1 − λ
n 每一个乘客与其他乘

客的到达无关，进一步就可以定义 n 个随机变量 Xi(t)，表示第 i 个乘客在 t 时刻的状态 Xi(t) = {0, 1}
所有随机变量加总就是总人数，这个 t 时刻的总人数就是一个 Possion 分布．

P{X = k} = P{
n∑

i=1

Xi(t) = k} = Cn
k (

λt

n
)k(1− λt

n
)n−k

平稳独立增量：在车流是平稳的．大体的分布相同．

Definition 2.12 (强度 (intensity)). λ = ENt

t 单位时间内随机事件发生的次数.

证明. Problem1: 假设某个路口的车流是一个泊松过程，每分钟平均经过 5 辆车，求：

1）前 3 分钟内经过 4 辆车的概率；

2）前 2 分钟经过 3 辆车并前 3 分钟经过 5 辆车概率；

3）前 2 分钟经过 2 辆车，前 3 分钟经过不多于 6 辆的概率.
Problem2: 设 {Nt > 0}，是强度 λ 的泊松过程，T > 0，令 Mt =

1
T

∫ T

0
Ntdt. 求 E[MT ] 和 V ar(Mt) 提示：

Riemnan 积分符号可以与期望符号交换次序．
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令 Xn 表示第 n-1 事件与 n 事件发生的时间间隔；令 Sn 表示第 n 个时间的等待时间

Xn = Sn − Sn−1

Sn =
∑
k=1

Xk

X1 = S1

X1, X2, · · ·Xn 是独立同分布的随机变量序列，都服从均值为 1
λ 的指数分布．参数为 λ

Sn ∼ Γ(n, λ)

其中，

Γ ∼ f(t;n, λ) = λ
(λt)n−1

(n− 1)!
e−λt, t ≥ 0

t 为自变量，n 为形状参数，λ 为尺度参数．

2.5 有漂移的布朗运动

设 {Bt, t ≤ 0} 为标准布朗运动，∀µ ∈ R, σ > 0，有

Xt = µt + σBt, t ≥ 0

称 {Xt, t ≤ 0} 为有漂移的布朗运动，其中 µt 为漂移系数，σ 是一个扩散系数（方差参数），记为 BM(µ, σ2)．

等价地，若随机过程 {Xt, t ≤ 0} 为平稳独立增量，Xt −X0 ∼ N(µt, σ2t)，则称 {Xt, t ≤ 0} 为有漂移的布

朗运动．

其期望和方差分别为：

E[Xt] = µt

σ2(Xt) = σ2t

Cx(s, t) = Rx(s, t) = σ2 min(s, t)

2.6 几何布朗运动

设 {Bt, t ≤ 0} 为标准布朗运动，∀µ ∈ R, σ > 0，有

Xt = eµt+σBt (5)
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方程5 显然不是一个高斯过程（非对称即可看出）

由于其矩母函数为 E[eσB(t)]，所以一个标准的几何布朗运动期望与方差

E[X(t)] =E[eB(t)] = et/2;

Var[X(t)] =E[X2(t)]− (E[X(t)])2

=E[e2B(t)]− et

=e2t − et.

t 是一个时间变量，不是一个随机变量．而求期望是对于 ω 进行求解．

E[eσBt ] =

∫ ∞

−∞

1√
2πtexp−x2/2t

eσxdx = exp(
σ2

2
t)

若 Z ∼ N(µ, σ2), 则 E[eZ ] = eµ+
σ2

2 Cx(s, t) = Rx(s, t)− E[Xt][Xs]

RX(s, t) = E[Xt, Xs] = exp(µ(t+ s))E[exp(σ(Bt +Bs))]

当 t ≥ s 时，E[exp(σ(Bt +Bs))] = E[exp(σ(Bt −Bs))]E[exp(2σBs)]

CX(s, t) = exp((µ+
σ2

2
)(t+ s))(exp(σ2(min(t, s)))− 1) (6)

在金融市场中，人们经常假定股票的价格按照几何布朗运动变化，在下面的例子中我们如此假定．

Example 2.4 (股票期权的价值). 设某人拥有某种股票的交割时刻 T 为、交割价格 K 为的欧式看涨期权，
即他 (她) 具有在时刻 T 以固定的价格 K 购买一股这种股票的权力．假设这种股票目前的价格为 y，并按照
几何布朗运动变化，我们计算拥有这个期权的平均价值．设 X(T ) 表示时刻的股票价格，若 X(T ) 高于 K

时，期权将被实施，因此该期权在时刻 T 的平均价值应为．

(X(T )−K)+ =E[max(X(T )−K, 0)]

=

∫ ∞

0

P{X(T )−K > u} du

=

∫ ∞

0

P{yeB(T ) −K > u} du

=

∫ ∞

0

P{B(T ) > log K + u

y
} du

=
1√
2πT

∫ ∞

0

∫ ∞

log[(K+u)/y]

e−
x2

2T dx du.

2.7 布朗桥

由布朗运动，我们可以定义另一类在数理金融中经常用到的过程——Brown 桥过程．

Definition 2.13. 假设 {Bt, t ≥ 0} 是一个布朗运动．令

Xt = Bt − tB1, 0 ≤ t ≤ 1

则称 {Xt, 0 ≤ t ≤ 1} 为布朗桥．
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因为布朗运动是高斯过程，所以布朗桥也是高斯过程，其 n 维分布由均值函数和方差函数完全确定．

X0 = 0

X1 = 0

因此在始终端相同的大小，构成了一个“桥”状的过程．∀0 ≤ s ≤ t ≤ 1 有

E[Xt] =0,

E[XsXt] =E[(B(s)− sB(1))(B(t)− tB(1))]

=E[B(s)B(t)− tB(s)B(1)− sB(t)B(1) + tsB2(1)]

=s− ts− ts+ ts = s(1− t)

=min(s, t)[1−max(s, t)].

3 条件期望

Definition 3.1 (条件概率). 给定事件 B 之下的 A 的发生概率

P (A|B) =
P (AB)

P (B)

A 与 B 相互独立 ⇄ P (A|B) = P (A)，也就是，A 与 B 相互独立下，A 发生不会影响概率 B 的判断．

每一个事件都可以看作是一个条件概率，在概率空间 (Ω, P,F) 下，P (A) = P (A)
P (Ω) 其中的条件概率 P (A|B)，

也可以理解为 P (A|B) = P (AB)
P (B) 概率空间从 Ω → B

给定事件 B 之下的 A 的发生条件，随机变量 X 的条件分布为 FX(x|B) = P (X≤x,B)
P (B)

随机变量 X 的条件期望为

E[X|B] =
E[XIB ]

P (B)

其中 IB 为一显性函数．可以认为在 B 上求加权平均，转变为条件概率．

假设 Ω = R，其中 X 是离散随机变量 x1, · · · , xn，

E[X|B] =

∞∑
k=1

XkP ({X = xk} ∩B)/P (B) =

∞∑
k=1

xkP (X = xk|B)

以条件概率的形式表示；若是一个连续型随机变量，则条件数学期望为

E[X|B] =
1

P (B)

∫ +∞

−∞
xIB(x)fX(x)dx =

1

P (B)

∫
B

xfX(x)dx

Example 3.1. 均匀分布的随机变量条件期望，在样本空间 Ω = [0, 1] 上的随机变量 X(ω) = W．定义概率
P ((a, b])) = b− a, ∀a ≤ b ≤ 1 X 服从均匀分布 U([0, 1])，分布函数

FX(x) = P ({ω : ω ≤ x}) =

{
p(ϕ)

p([0, x])
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假设事件 Ai = ( i−1
n , i

n ), i = 1, 2, · · · , n 之中有一个发生．

E[X|Ai] =
1

P (Ai)

∫ i
n

i−1
n

x · dx = n
1

2
x2 =

2i− 1

2n

Note 3.1. 条件期望是对原有的概率空间的估计的一个修正．

考虑一个离散型随机变量 Y 在集合 Ai 上取不同的值，即 Ai = {ω : Y (ω) = yi}，由此可见 Ai 是一个互不

相容的集合．Ai ∪Aj = ∅ 及 ∪iAi = Ω

假设随机变量有限，定义在 X 上的随机变量 Y 的条件期望：

E[X|Y ](ω) = E[X|Ai] = E[X|Y = yi], ∀ω ∈ Ai

将 E[X|Ai] 看作离散型随机变量在 Ai 上的取值．对于一个 E[X|Y ] 也是一个离散的随机变量．

Properties 3.1. 线性：∀C1, C2 为常数

E[C1X1 + C2X2] = C1E[X1|Y ] + C2E[X2|Y

Properties 3.2. E[X] = E[E[X|Y ]] 对于整体的平均等于部分的平均再平均．

证明. 对于离散的情况，我们有

E[E[X|Y ]] =
∑
y

E[X|Y = y] · P (Y = y)

=
∑
y

(∑
x

x · P (X = x|Y = y)

)
· P (Y = y)

=
∑
y

∑
x

x · P (X = x|Y = y) · P (Y = y)

=
∑
y

∑
x

x · P (Y = y|X = x) · P (X = x)

=
∑
x

∑
y

x · P (Y = y|X = x) · P (X = x)

=
∑
x

x · P (X = x) ·

(∑
y

P (Y = y|X = x)

)
=
∑
x

x · P (X = x) = E[X]

Note 3.2. 其中隐含一个重要思想是，先在局部进行平均，之后在全局进行平均．

Properties 3.3. 若 Y 与 X 独立，则 E[X|Y ] = E[X]．
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证明. ∀ω ∈ Ω

E[X|Y ](ω) = E[X|Ai] =
E[XIAi

]

P (Ai)

=
E[X]E[I]Y=yi

P (Ai)
= EX

因此 ∀ω ∈ Ω，是否有 Y 都不影响对 X 的判断，因此仍然是 EX

条件期望 E[X|Y ] 不是 X 的函数，随机变量 X 只是决定了函数的类型．E[X|Y ] = g(Y )，其中 g(y) =∑
i=1 E[X|Y = yi]Iyi

(y)

Definition 3.2. Y = (Y1, Y2, · · · , Yn) 为 n 维的随机向量，则 σ 为包含以下形式的最小 sigma 代数

{Y ∈ (a, b]} = {ω : ai < Yu(ω) ≤ bi, i = 1, 2 · · · , n,−∞ < aj , bj < ∞, j = 1, 2 · · · , n}

称 σ(Y ) 是 Y 生成的 σ 代数．a = (a1, a2, · · · , an), b = (b1, b2, · · · , bn)

Definition 3.3. 对于随机过程 Y = Yt, y ∈ T 假设 σ(Y ) 是包含以下形式集合的

{ω : ����(Yt(ω, t ∈ T )���C}

其中 C 是由 T 上的函数组成的一个恰当的集合．则称 σ(Y ) 为随机过程 Y 生成的 σ 代数．

Borel 可测函数：一般所见的都是 Borel 可测集生成的可测函数

Example 3.2. 假设 B = (Bs, s ≤ t) 为 (0, t] 上的 BM，令 Ft = σ(B) = σ(B, s ≤ t) 包含了 BM 在 [0, t] 上
最小的 σ 代数．

它是由以下集合构成：

At1,t2,tn(C) = {ω : Bt1(ω), Bt2(ω), · · · , Btn(ω) ∈ C}

其中 C 为任意的 n 维 Borel 集
令 f 是作用在 Y 上的函数．{w : f(Y ) ∈ C}C 为一个 Borel 集．σ(f(Y )) ⊂ σ 因此信息会减少．

对于一固定 t 来考虑 f(B) = Bt，所包含的信息为 σ(Bt)

Definition 3.4. 称 σ 代数 F 和 G 相互独立，若 ∀A ∈ F , B ∈ G 则相互独立．称随机变量（过程）X 与 σ

代数相互独立，若 σ(X) 与 F 相互独立．称随机变量（向量、过程）X 与 Y 相互独立，若 σ(X) 与 σ(Y )

相互独立．

定义随机变量/向量/过程关于 σ 代数 F 可测，若 σ(X) ⊂ F 称随机变量 X 关于 Y 可测，若 σ(X) ⊂ σ(Y )

3.1 一般条件期望

给定 σ 代数 G，若一个随机变量 Z 满足

• σ(Z) ⊂ G
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• ∀A ∈ G, E[X|IA] = E[ZIA]

• ∀A ∈ G, E[XIA] = E[ZIA]

则称随机变量 Z 为给定的 σ 上的 G 的条件下的随机变量 X 的条件期望．特别的，G = σ(Y )，则

E[X|Y ] = E[X|G]

其中随机变量 X 不一定可测．

Y 为离散型随机变量，在 Ai 的取值 σ(Y ) 的 A 有以下形式：

A = ∩Ai

同时 Z(ω) = E[X|Ai], ∀ω ∈ Ai 而 Z 是 Y 的函数．Z 关于 Y 可测，同时对于 A 来说．

E[XIA] = E[XI∩Ai
] = E[x

∑
i=1

IAi
]

所以 Z 为 σ(Y ) 的条件下的 X 的条件期望．

3.2 σ 代数补充

对于一个 Ω 上的离散型随机变量 Y，在集合 Ai 上取值不同数值 yi，即

Ai = {ω|Y (ω) = yi}

显然 (Ai) 是一互不相容的分割．

i ̸= j, Ai ∩Aj = ϕ

一些基本的 σ 域

F1 = {ϕ,Ω}

F2 = {ϕ,Ω, A,Ac}

F2 = P (Ω) = {A;A ⊂ Ω}

F3 是最大的 σ 域，F1 是 Ω 上最小的 σ 域．其中满足这样的等式关系

F1 ⊂ F2 ⊂ F3

假设现如今有一个 C 类，而并不一定是一个 σ 域，因此在往其中添加一些集合，总是能够达到 σ 域的要求．

Definition 3.5. 对给定的 Ω 的子集组成的集类 C，存在一个包含 C 的最小 σ 域 σ

由离散型生成 σ 域在之前构造中，利用的是不同取值的 yi 所生成的 σ 域，定义子集 Ai = {ω|Y (ω) = yi} 这

些子集构成的是互不相容的划分，也就是

Ai ∩Aj = ϕ, i ̸= j
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取

C = {A1, A2, · · · }

在 σ 域内，是可数个并构成的集合

A = ∪i∈IAi

其中所得到的集合构成的是一个 σ 域，记 A = σ(Y ) 这些之中必然是在 σ(C) 内，因此 σ(Y ) = σ(C)，即

σ(Y ) 是一个随机变量 Y 生成的 σ 域

Definition 3.6 (Borel 集). 取 Ω = R 及

C(1) = {(a, b]| −∞ < a < b < +∞}

包含的是所有普通子集，被称为 Borel σ 域，元素被称为是 Borel 集．

C(n) = {(a, b]| −∞ < ai < bi < +∞}

是一个 Borel 集，给定子集是一个 Borel 集，需要经历可数个交运算．

3.2.1 可测函数

Definition 3.7 (可测函数). 从可测空间 (X,F) 到 (R̄,BR̄) 的可测映射称为是在 (X,F) 上的可测函数．特
别的，从 (X,F) 到 (R,BR) 上的可测映射（记为 f）称为 (X,F) 的有限值可测函数或随机变量．

我们可通过这一定义看出随机变量是在可测函数范围下的定义，而其中的 BR̄
def
= σ(BR, {−∞}, {∞})

Theorem 3.1 (可测函数的运算). 若 f，g 是可测函数，则

1. 对任何的 a ∈ R̄，af 也是可测函数；

2. 若 f + g 有意义的，则对于每一个 x ∈ X，f(x) + g(x) 均有意义，它是一个可测函数

3. fg 也是一个可测函数

4. f/g 在 g(x) ̸= 0

Definition 3.8. 设 P 和 Q 是测度空间上的两个概率测度，若

P (A) = 0 ⇔ Q(A) = 0, ∀A ∈ F

称这个两个概率测度等价．

Theorem 3.2. 假设 (Ω,F , P ) 是概率空间，随机变量 Z > 0，且 E(Z) = 1，定义

Q(A) =

∫
A

z(ω)dP (ω)

则 Q 是与 P 等价的概率测度．

20



3.3 条件期望投影性

假设 G 是一个 σ 代数，L2(G) 是在 Ω 之下的一条件随机变量的集合

E[Z2] < +∞

σ(Z) ⊂ G

随机变量 E[X|G] 可理解为在信息 G 下的修正（贝叶斯学派），在函数类 L(G) 中条件期望有某种意义的最优

属性．

一个条件概率 E[X|G 的投影：相当于顶点到上面的垂线．若 x ∈ L2(G)，则 E[X|G|2] = minE[|X − Z|2] 能
够在 g 中取到的误差最小的．

证明. 若 X ∈ L(G)，则 E[X|G] ⊂ L2(G) 因为 E[|E[X|G]|2] 没有关于 X 和 Z 的其他信息，无法得到相互独

立．无法得知两个相互独立．

E[(X − E[X|G])](E[X|G]− Z) = E[E[(X − E[X|G])(E[X|G − Z]|G)]] =

⇒ E[|X − E[X|G]|2] ≤ E[|X − Z|2]

等号在 Z = E[X|G] 时候取得．

实际上在建立图形时候，会看到勾股定理在条件期望中的应用．

3.4 测度论视角下的期望

Definition 3.9. 概率空间下 (X,F , P ) 上的可测函数 f 的积分存在，说明其数学期望存在

Ef
def
=

∫
X

fdP

称为数学期望，或简称为期望．

Theorem 3.3. 若 f 为概率空间 (X,F , P ) 上的随机变量，其分布函数为 F，若对任何在 (R,Br 上的可测
函数 g，g ◦ f 是上的可测函数，只要

E(g ◦ f) =
∫
R

gdF

一端成立，另一端也就成立．

假设 k 为一个正整数，若 E|f |k < ∞ 成立，称随机变量 f 的 k 阶矩存在并将 Efk 称为 k 阶矩和 k 阶中心

矩．

假设 (X,F , P ) 是一个概率空间，f 是其上面积分存在的随机变量，又假设 G 是 F 的子域，即 G ⊂ F．对

每一个 A ∈ G 令

φ(A) =

∫
A

fdP
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可看出 φ 是 G 下的符号测度．它和限制在 G 上的测度 P 之间有关系 φ << P．因此存在使得 A ∈ F 有

φ(A) =

∫
A

E(f |G)dP

利用 E(f |G) 性质，可将条件期望和条件概率公理化．

Properties 3.4. E(f |G) 是 (X,G, P ) 上积分存在的可测函数．对任何的 A ∈ G 有∫
A

E(f |G)dP =

∫
A

fdP

其中 P (A|G) def
= E(IA|G) 称为事件 A 关于子 σ 域的条件概率．

4 Martingale 鞅

首先对于 Martingale 进行解释：Martingale 是一个法语词，（一）公平赌博；（二）马车上的皮带．我们先考

虑一个博弈：(ηn)n ≥ 1 为 iid 的随机变量序列．满足 P (ηn = 1) = p, P (ηn = −1) = 1− p = q．假设

ξn = ξ0 +

n∑
k=1

bk(ξ0, ξ1, · · · , ηk−1) · ηk

则 E[ξn+1|ξ0, η1, η2, · · · , ηn] = ξn + bn+1(ξ0, η1, · · · , ηn)E(ηn+1) 当 p = q = 1
2 时 E[ξn+1|η1, · · · , ξn] = ξn，

这说明当我们的博弈是公平时，无论取何种博弈策略，ξn+1 的最佳预测函数是 ξn，即

E[ξn+1|ξ0, η1, · · · , ηn]− ξn

任何时刻的预测，都不会得到关于输赢的信息．

Definition 4.1 (鞅). 假设 Ft>0 是 Ω 上的 σ 代数，Ft ⊂ F，我们称 (Ft, t ≥ 0) 为 σ 域流．随着时间的递
增，信息会越来越多．一族事件，可能是不可列的．若 (Fn, n = 0, 1, · · · ) 是 Ω 上的 σ 域序列，对所有的 n
有 Fn ⊂ Fn+1，则称 (Fn) 也是一个 σ 域流．

实际上，信息流就是递增的信息．

Definition 4.2. 离散时间下，Fn 是 Ω 上的 σ 代数列，同时 ∀n，Fn ⊂ Fn+1，则称 Fn 为信息流．

Ft = σ(Ys, s ≤ t)

随机过程 Y 的适应性意味着 Yt 没有提供更多的信息．

属于与包含之间的差异

Definition 4.3. 若对于 ∀t > 0 有 σ(Yt) ⊂ 则称随机过程 Y = (Yt, t > 0)，适应于信息流 (Ft)(adaptive to)
（对于任意的 t 都是如此）

Y = (Yt, t > 0) 总是适应于一个自然信息流 (Ft = σ(Yt, s ≤ t)．t 在于 t 之前的信息．今天及以前的信息．

都是适应于 yt．
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Definition 4.4. 假设 (Ω.F , P ) 是完备的概率空间 {F , n = 0, 1, 2 · · · , } 是 F 内的 σ 代数，并使得 Fn ⊂
Fn+1, n ≥ 0 称之为 σ 代数流．随机过程 {Xn, n = 0, 1, 2 · · · } 称为 {Fn} 是适应的．若 ∀n ≥ 0．Xn 是 Fn

可测的，此时称 {Xn,Fn, n ≥ 0} 为适应列．

σ 代数反映了对时间变化下，逐步增加对对过去和现在的信息．信息流与 σ 代数：信息流是一族 σ 代数．

给定信息流，若随机过程 X = (Xt > 0) 满足条件

• ∀t ≥ 0，有 E[|Xt|] < +∞（绝对可积）

• x 适应于 (Ft, t ≥ 0)（在 t 时刻可测）

• ∀t > 0

第三可推导出第二条，取 X=t 的话，关于他的条件期望，本身就是可测的．

Xt = B2
t − t，t ≥ 0, E[Xt|F ] = Xs 是一个关于布朗运动的信息流．

将上式中的改写为 E[Xt −Xs|Ft] = 0．其经济含义为：当前的 F 时刻，现有的信息对财富的增量的最好估

计为 0. 筹码等价下，最好的估计为 0，也就是公平赌博．

离散时间：信息流 (Fn, n = 0, 1, 2)，若 X = (Xn, n = 0, 1, 2 · · · , n)

• ∀n = 0, 1, 2, · · · , n, E[Xn] < +∞

• x 适应于 (Fn)

• ∀n = 0, 1, 2 · · · , n 则

可改写为 E[Xn+1 −Xn|E] = 0 Yn = Xn+1 −Xn 则称序列 (Yn) 为鞅差序列．

E[Yn|Fn] = 0

Properties 4.1. 鞅数学期望函数为一个常数．

连续时间下同时取数学期望，就会有 E[Xt] = E[E[Xt|Fs]] = E[X] 对 ∀s ≤ t 都成立，也即一个常数．

其逆否命题为：任取随机过程 (Yt)，定义 Xt = Yt − E[Yt] + C 但 (Xt) 并不一定是鞅．

Definition 4.5. 若 E[Xt|Fs] ≥ Xs 称 X 为关于 (Ft) 的下鞅，若改为 E[Xt|Fs] ≤ Xs，称为上鞅．

Corollary 4.1. 适应列 {Xn,Fn} 是下鞅当且仅当 {−Xn,Fn} 是上鞅．
线性组合：若上鞅与上鞅的线性组合之后仍然是上鞅；

两个随机变量之间的关系，并不仅仅有大于等于小于的情况．一部分的样本是大于等于，另一部分可能小于

等于．因此下鞅和上鞅是较为特殊的过程．

估计是一个部分平均，也还是有可能会低于．因此进一步定义一个增过程：

Definition 4.6. ∀s ≤ t,Xt ≥ Xs，则称 X 为增过程．
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5 随机积分

考虑一个投资策略 (Hn) 关于证券价格 (Xn) 的随机积分是

Yn = Y0 +H0(X1 −X0) +H1(X2 −X1) + · · ·+Hn−1(Xn −Xn−1) (7)

这个积分在金融意义上，进一步对于连续时间的随机积分形式为∫ t

0

HsdXs (8)

因此，我们需要研究这个积分是如何定义的，有怎么样的性质．我们先从一个一般的 Riemann 积分开始引

入．

5.1 一般 Riemann 积分

考虑一个 [0, 1] 区间内的分割：

τn : 0 = t0 < t1 < · · · < tn−1 < tn = 1

这个分割的方式是任意的，则其中的第 i 个分块大小 ∆i 为：

∆i = ti − ti−1, i = 1, 2, · · ·n

对 τn 的一个拆分 σn 满足 ti−1 ≤ yi ≤ ti, i = 1, 2, · · ·n 的任意取值 yi 给出．对于给定的分割 τn 和 σn 定义

Riemann 和为

Sn = Sn(τn, σn) =

n∑
i=1

f(yi)(ti − ti−1) =

n∑
i=1

f(yi)∆i

由此可看出，Riemann 只是在对一个函数值进行加权平均．其中的权重就是相应区间 [ti−1, ti] 的区间长度

∆i．而同时当 f 只取非负值时候，Sn 是对函数 f 的图像与 t 轴之间的区域面积的近似．进一步使得区间的

长度 (mesh) 趋向于 0，我们就可以以这样的方式进行分割．

S = lim
n→+∞

Sn = lim
n→+∞

n∑
i=1

f(yi)∆i

当 mesh(τn) → 0 时候存在，而且 S 与分割 τn 及其拆分 σn 的选择无关，则称 S 为 f 在 [0, 1] 区间上的寻

常积分或黎曼积分，记为：

S =

∫ 1

0

f(t)dt

Note 5.1. Riemann 积分可看作是任何积分的一个基础模型，一种新的积分应该与 Riemann 积分有多的相
同属性．比如线性性；线性可加；Riemann 不定积分为积分上限函数．
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5.2 Riemann-Stieltjes 积分

在概率论中的随机变量 X 的数学期望为

EX =

∫ +∞

−∞
tdFX(t)

一个 R-S 积分的精确定义：类似于 Riemann 积分，考虑一个区间 [0, 1] 上的一个分割：

τn : 0 = t0 < t1 < · · · < tn−1 < tn = 1

以及一个对 τn 的拆分：

σn : ti−1 ≤ yi ≤ ti, i = 1, 2, · · ·n

假设两个实值函数 f(x) 和 g(x)：

∆ig = g(ti)− g(ti−1)

定义对应于 τn 和 σn 对 R-S 积分和为：

Sn = Sn(τn, σn) =

n∑
i=1

∆ig =

n∑
i=1

f(yi)[g(ti)− g(ti−1)]

R-S 和是以函数 g 在区间 [ti−1, ti] 的增量 ∆ig 来作为权重．对函数值加权求和．以下给出一个精确的定义：

Definition 5.1. 设 α(t) 和 f(t) 都是 [a, b] 到 R 上的函数，对于 [a, b] 的划分 Π 称

SΠ(f ;α) := Σtj ,tj−1∈Πf(ξ
Π
j−1)(α(tj)− α(tj−1))

称为是 f 的 Riemann− Stieltjes 和．

而我们就需要考虑：积分
∫ 1

0
f(t)dg(t) 在什么时候会存在，对应于在 [0, 1] 的布朗运动，取 g = B 是否是可

行的．对于第一个问题：函数 f 和 g 需要在同一个点 t ∈ [0, 1] 处不能都不连续．同时假设 f 连续，g 有界变

差，即

sup
τ

n∑
i=1

|g(ti)− g(ti−1)| < +∞

其中的上确界是根据区间上的所有可能分割做出的一个划分．

Definition 5.2. 假设 α(t) 和 f(t) 是 [a,b] 到 R 到函数，称 f 是关于 αR-S 可积的，若当 |Π| → 0 时，
SΠ(f ;α) 收敛到不依赖于 ξΠj 的有限值．这个值称为是 f 关于 α 的 R-S 积分．记为

∫ b

a

f(t)dα(t) := lim
|Π|

∑
f(ξΠj−1)(α(tj)− α(tj−1))

Example 5.1. 设 f 为 [a,b] 上的连续函数，α 为单调函数，则 f 是关于 α 是 R-S 可积的．

Definition 5.3 (有界变差函数). Π = {a = t0 < t1 < · · · < tn = b} 为 [a,b] 的一个划分．假设 VΠ :=∑n
i=1 |f(ti)− f(ti−1)|．称 Vf = sup[a,b]的所有划分Π VΠf 为 f 的全变差．若 V f < ∞ 则称 f 为有界变差函数．

Example 5.2.
∫ t

s
sdBs = tBt − 0−

∫ t

0
Bsds = tBt −

∫ t

0
Bsds

25



关于布朗运动的积分
∫ t

0
Bsds 实际上是依路径进行积分．（给定的 ω 是能够对其进行积分）因此求出来的是

一个随机变量．

布朗运动
∫ t

0
Bsds 的数学期望：E

[∫ t

0
sdBs

]
= E[tBt]− E[

∫ t

0
Bsds] = 0−

∫ t

0
E[Bs]ds = 0

对于 Cs：希望能够覆盖一大部分的随机函数．Cs 也是一个随机过程．

在随机过程中对于一个几乎处处的 ω，布朗运动的轨道 Bt(ω) 是一个几乎处处不可微的连续函数，因此它并

不是一个有界变差函数． ∫ t

0

f(t)dBt(ω)

R-S 积分在这里失效，也就是不能再 R-S 积分的意义下定义．

Lemma 5.1 (Levy 的振动性质). 假设 (Bt)t≥0 为布朗运动，又

s1 = t0 < t1 < · · · < tn = s2

∆tk = tk+1 − tk,∆Btk = ∆Btk+1
−Btk , h = max

0≤k≤n−1
∆tk

那么，

E

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

(∆B2
tk

− (s2 − s1))

∣∣∣∣∣
2

≤ 2h(s2 − s1)

证明过程略．

将这个 levy 定理进一步推导至布朗运动：

Corollary 5.1 (布朗运动的有界变差).

lim
h→0

n−1∑
k=0

(∆Btk)
2 L2

→ (s2 − s1)

即

lim
h→0

E|
n−1∑
k=0

(∆Btk)
2 − (s2 − s1)|2 = 0

Lemma 5.2. 概率为 1 的布朗运动的轨道在 t 的任何区间都不是有界变差的．

Definition 5.4 (布朗运动关于自身的积分).

I([a, b], D) :=
∑
D

Bti−1(Bti −Bti−1)

[0, t] D 是一个划分
a = t0 < t1 < · · · < tn = b

因为其中的 ξi = ti−1，所以这个是一个左端点的 R-S 和．进一步可写成关于 In =
∑n

i=1(B
2
t ) −

∑n
t=1(Bti ·

Bti−1
) 实际上就是等于

n∑
i=1

Bti−1(Bti −Bti−1) = B2
b −B2

a − I([a, b], D)

26



通过一个 Abel 变换即可得到．对于一个二次变差：

var2(B; [a, b], D) =

n∑
i=1

(
Bti −Bti−1

)
=

n∑
i=1

Bti−1
(Bti −Bti−1

)− I([a, b];D)

= B2
b −B2

a − 2I([a, b];D)

也就是当划分趋向于 0 时候，二次变差在 L2 意义下趋于 b− a．我们有以下的引理．

Lemma 5.3.
lim
n

I([a, b];Dn) =
1

2
[B2

b −B2
a − (b− a)]

根据上述的左极限推导，不同于右极限推导，为

1

2
[B2

b −B2
a + (b− a)]

也就是说，Brown 运动在 L2 意义下极限存在．极限存在的关键是二次变差的极限存在．按照惯例，我们将

取左端点和的极限写为积分的形式： ∫ b

a

B(t)dB(t)

因此，Brown 运动的积分也是某种形式的 R-S 积分的某种意义下的极限．与通常的 R-S 积分有本质的差异．

6 Ito 积分

在之前我们探讨了关于 Brown 积分的形式，若我们能够去定义一个随机过程关于布朗运动的积分．这个是

我们这一部分需要解决的问题．其一个基本形式为∫ t

0

XtdBt

该积分的形式就称为是一个 Ito 积分．

6.1 定义

接下来我们给出一个更为一般的形式．

Definition 6.1 (Itô 积分). 假设 X0 为 F0− 可测，我们称

Xt = X0 +

∫ t

0

αsds+

∫ t

0

βsdBs

为以 α 为漂移系数，β 为扩散系数的伊藤过程．其中 {αs, βs, 0 ≤ s ≤ T} ∈ L2
T．

其中的 Xt 等于初值 + 黎曼积分 + 伊藤积分．微分形式：dXt = αtdt+ βtBt 称为 General SDE．
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Note 6.1. 微分形式也要在积分上理解．Ito 微分只是形式上的写法．

一个 Ito 过程的函数是否仍然是 Ito 过程．即 {X − t, 0 ≤ t ≤ T}，进一步的推广得到黎曼积分项，Xt =

X0 +
∫ t

o
αsds+

∫ t

0
βdBs．其中的 f(t,Xt) 的形式如何？

Corollary 6.1 (Ito 引理). 假设 {Xt, t ∈ T} 满足上式．f(t, x) 具有连续偏导数，则 Y = {Yt, 0 ≤ t ≤ T} 且

Yt = f(t,Xt) = f(0, X) +

∫ t

0

[
∂f

∂t
(s,Xs) + αs

∂f

∂x
(s,Xs) +

β2
s

2

∂2f

∂x
(s,Xs)

]
= f(0, X) +

∫ t

0

∂f

∂t
(s,Xs)ds+

1

2

∫ t

0

∂2f

∂x
(s, xs)

其中 dt · dt = dt · dBt = 0 和 dBt · dBt = dt

Note 6.2. Ito 公式的使用条件：偏导数存在．若没有达到这一要求，其实际的形式会更为复杂．

Note 6.3. 我们发现 Yt = f(t,Xt) 仍然也是一个 Ito 过程．并且

dYt =
∂f

∂t
(t,Xt) dt+

∂f

∂x
(t,Xt) dXt +

1

2

∂2f

∂x2
(t,Xt) (dXt)

2

Example 6.1. {Bt, 0 ≤ t ≤ s} 是否是一个 Ito 过程．对于布朗运动 (均值为 0，方差为 t) 来说其带入 Ito
过程的公式会得到

Bt = 0 +

∫ t

0

0ds+

∫ t

0

sdBs

d |Bt| 并不可直接利用 Ito 公式．因为 f(t, 2) = |x| 的偏导数不连续．若

Xt = Bt, X0 = 0, Xs = 0, β = 1 ⇒ Yt = f(t, B0) = f(0, 0)

通过二元函数的泰勒展开：f(t, x) = f(0, 0) + ∂f
∂x (t, x)t+

∂f
∂x · x 趋于正无穷大取极限之后，∫ t

0

sdBs = tBt −
∫ t

0

Bsds

其中的 s 是确定性的．f2ds 是一个平方可积的适应过程．数学期望可求得 E[
∫ t

0
sdBs] = 0

方差 V ar(
∫ t

0
sdBs) = E

[
(
∫ t

0
sdBs)

2
]
= E[

∫ t

0
s2ds = t2

3 ]

6.2 简单过程的 Ito 随机积分

Definition 6.2. 一个随机过程 C = (Ct, t ∈ [0, T ]) 满足一下条件：

τn : 0 = t0 < t1 < · · · < tn−1 < tn = T

和一个适应于 (Fti−1
, i = 1, 2, · · · , n) 的随机变量序列 (Zi, i = 1, 2, · · · , n)，即 Zi 是布朗运动在时间 ti−1 之

前的函数．

Ct =

{
Zn

Zi

其中 E[Z2
i ] < +∞, ∀i = 1, 2, · · · , σ(Zi) ⊂ F∫⟩

28



Definition 6.3 (Ito 随机积分). 一个 Ito 随机积分可由下式给出：∫ T

0

CsdBs :=

n∑
i=1

Cti−1
(Bt −Bti−1

) =

n∑
i=1

Zi∆iB

假设 tk−1 ≤ t ≤ tk 在区间 [0, t] 上，简单过程 C 的 Ito 随机过程定义为为∫ T

0

CsdBs =

∫ T

0

CsI[0,t](s)dBs =

n∑
i=1

Zi−1(Bsi −Bsi−1
)

对于 Cs 求布朗积分，需要满足的条件有：

• {It(C), 0 ≤ t ≤ T}

• E[It(C)] = E[
∫ t

0
CsdBs] = 0

• 伊藤等距：E[It(C)] = E[()
∫ t

0
CsdBs)

2] = E
[∫ t

0
C2

sds
]

证明. 当 t = T 时

E

[
(

∫ T

0

CsdBs)
2

]
= E

( n∑
i=1

Zi=1(BSi
−BSi−1

)

)2
 = E[

n∑
i=1

Z2
i−1(Bsi −Bsi−1

)2] + 2E []

= I1 + 2I2

其中 I1 =
∑n

i=1 E
[
Z2
i−1(Bsi −Bsi−1

)2
]
=
∑n

i=1(全期望公式)

I2 =
∑

1≤i≤j≤n

E
[
Zi−1Zj−1(Bsi −Bsj−1)

]
仍然需要通过该公式去求解．得到这一结果．现在的问题在于如何选取条件期望的时间点．

6.2.1 简单过程的 Ito 随机积分性质

Properties 6.1 (Ito 随机积分为 0). 容易看出 EIt(C) = 0．在给出的定义中，Zi 和 ∆iB = 0 是独立，因此

E(Zi∆iB) = EZiE∆iB = 0

6.3 Ito 引理

前面我们定义了随机积分，H = (Ht) 称为是可积，若取左端点的 R − S 和一个关于布朗运动积分的随机过

程极限存在，极限可以是依概率收敛的．前面的结果给出的是一个关于可积的充分条件 Yt 适应且 ∥Yt − Y ∥2
趋于零．更明确的充分条件是

E
∫ t

0

Y 2
s ds < +∞
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微积分中有一个基本定理：微分和积分的统一起来，假设 f 可导，g 在 [a, b] 上有界限变差，则

f(g(b))− f(g(a)) =

∫ b

a

f ′(g(t))dg(t)

随机积分是否有这样的性质．很遗憾，我们在之前的论述中，关于布朗运动关于自身的的随机积分∫ t

0

BtdBt =
1

2
(B2

t −B2
0 − t)

与经典的基本定律多了一个后面的 t，是二次变差的部分．由此，我们进一步引出我们的 Ito 公式，用于解

决 Ito 过程的积分求解．

假设 f 是一个二次可微的函数．关于 Bt(ω) 进行泰勒展开，记 dBt = Bt+dt − Bt 为 B 在 [t, t+ dt] 上的增

量．

f(Bt + dBt)− f(Bt) = f ′(Bt)dBt +
1

2
f ′′(Bt)(dBt)

2 + · · ·

其中的微分平方项 (dBt)
2 可被看成是一般 Riemann 积分中的 dt．对上式中进行取积分．可得并忽略关于

RHS 中的 3 次以上的积分，变有∫ t

s

df(Bx) := f(Bt)− f(Bs) =

∫ t

s

f ′(Bx)dBx +
1

2

∫ t

s

f ′′(Bx)dx

上式中的第一项式关于 f ′(B) 的 Ito 随机积分．第二个积分应看成是关于 f ′′(B) 的 Riemann 积分．其中定

义了量 f t
sdf(Bx)．这个积分类似于级数中的伸缩和．因此可自然令其取值为 f(Bt)− f(Bs)．之后为方便记，

令
∫ v

s
dVx = Vt − Vs

Definition 6.4. 假设 f 是二次可微连续，公式

f(Bt)− f(Bs) =

∫ t

s

f ′(Bx)dBx +
1

2

∫ t

s

f ′′(Bx)dx, s < t

是 Ito 引理的简单形式．

Example 6.2. 取 f(t) = t2，则 f ′(t) = 2t, f ′′(t) = 2，由 Ito 引理可得：

B2
t −B2

s = 2

∫ t

s

BxdBx +

∫ t

s

dx

若 s = 0，则有 ∫ t

0

BxdBx =
1

2
(B2

t − t)

Lemma 6.1. 令 f(t, x) 是一个二阶偏导连续的函数：

f(t, Bt)− f(s,Bs) =

∫ t

s

[
f1(x,Bx) +

1

2
f22(x,Bx)

]
dx+

∫ t

s

f2(x,Bx)dBx, s < t

一个更加一般的 Ito 引理，考虑一个形如

Xt = X0 +

∫ t

0

A(1)
s ds+

∫ t

0

A(2)
s dBs (9)
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其中 A
(1)
s 和 A

(2)
s 都是适用于布朗运动．上述的积分中第一个为 Riemann 积分，而第二个是一个 Ito 意义

下的随机积分．

Lemma 6.2. 假设 X 是一个形如(9) 的 Ito 过程，f(t, x) 表示的是二阶偏导连续的函数，则有

f(t,Xt)− f(s,Xs) =∫ t

s

[
f1(y,Xy) +A(1)

y f2(y,Xy) +
1

2
[A(2)

y ]2f22(y,Xy)

]
dy +

∫ t

s

A(2)
y f2(y,Xy)dBy, s < t

Lemma 6.3. 假设 X(1) 和 X(2) 是给出的两个 Ito 过程，f(t, x1, x2) 是二阶偏导数连续的函数．则对 s < t，
有

f(t,X
(1)
t , X

(2)
t )− f(s,X(1)

s , X(2)
s )

=

∫ t

s

f1(y,X
(1)
y , X(2)

y )dy +

3∑
i=2

∫ t

s

fi(y,X
(1)
y , X(2)

y )dX(i)
y +

1

2

3∑
i=2

3∑
j=2

fi(y,X
(1)
y , X(2)

y )A(2,i)
y A(2,j)

y dy

Example 6.3. Xt = t2B2
t ，将其写成 Ito 过程的形式，对其作 Ito 公式．取 f(t, x) = t2x2，则 ∂f

∂t =

2tx2, ∂f
∂x = 2t2x, ∂2f

∂x2 = 2t2 代入 Ito 公式，得到

Xt = t2B2
t =

∫ t

0

[
2sB2

s + s2
]
ds+

∫ t

0

2s2BsdBs

Example 6.4. Xi = eσBt，其中的 σ 为常数，取 f(t, x) = eσx 其中 ∂f
∂t = 0, ∂f

∂x = σeσx, ∂2f
∂x2 = σ2eσx 则

Xt = eσBt = 1 +

∫ t

0

σeσBsds+

∫ s

0

σ2eσBsdBs

7 随机微分方程

取上述的例子6.4 我们可将其写为一个微分的形式，

dXt = eσBt = 1 + eσBsds+ σ2eσBsdBs

即 dXt =
σ2

2
Xtdt+ σXtdBt

X0 = 1

称为该方程为随机微分方程．

直观来说，随机微分方程就是常微分方程加上一个由 Brown 驱动的随机扰动．

dXt = f(X)dt+ g(X)dBt

其中的 B = (Bt) 是 Brown 运动，当 g = 0 时候就是一个常微分方程．但 f, g 对于 X 的依赖性的不同导致
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了不同类型的随机微分方程．最为简单的是 Ito 随机微分方程．

Properties 7.1 (Lipschitz condition). 若 α(t, x) 和 β(t, x) 满足

|α(t, x)− α(t, y)|+ |β(t, x)− β(t, y)| ≤ L(t, y)

对于 ∀t ∈ [0, T ];x, y ∈ R,L > 0

|α(t, x)|+ |β(t, x)| ≤ L(1 + |x|)

则 SDE 在 L2
T 下存在唯一解．

在微分方程中，确保了初值问题存在唯一解的核心条件．

7.1 Ito 随机微分

首先考虑一个确定性微分方程：

dx(t) = a(t, x(t))dt, x(0) = x0 (10)

要在这个方程之后引入随机项，最简单的方式是将初始化条件随机化．

dXt = a(t,Xt)dt, X0(ω) = Y (ω)

称这样的方程为随机微分方程．

微分方程的随机性可通过一个附加的随机噪声的引入，也就是在方程(10) 中引入了一个 Ito 过程．

dXt = a(t,Xt)dt+ b(t,Xt)dBt, X0(ω) = y(ω) (11)

其中的 B 表示的是 BM．而其中的 a 和 b 都是确定性方程．若方程的解存在，则是一个随机过程．

对于上述的方程的一个解释是：随机过程 X 的变化量 dXt = Xt+dt −Xt 是由时间增量 dt 来实现的．其中

的 dt 和 dBt 的系数分别是 a(t,Xt) 和 b(t,Xt)．但因为布朗运动没有可微轨道（几乎处处不可微）

Definition 7.1. 将上述的随机过程看作是

Xt = X0 +

∫ t

0

a(s,Xs)ds+

∫ t

0

b(s,Xs)dBs, 0 ≤ t ≤ T (12)

也就是进一步进行积分，得到了一个 Ito 积分．其中的 RHS 表示的是第一个 Riemann 积分，第二个是 Ito
随机积分．将上述方程称为是 Ito 随机微分方程．同时称布朗运动 B 为 Ito 随机微分方程的驱动方程．

同样也可用其他的驱动过程来代替布朗运动．这要求定义一个更为一般的随机积分．由此我们去利用强解的

定义来得到这样的随机过程．

Definition 7.2. Ito 随机微分方程的强解是一个随机过程 X = (Xt, t ∈ [0, T ]) 它满足以下条件：

• X 适应于布朗运动，在时间 t 下，Bs 同时 s ≤ t 的函数．

• 在方程 (12) 下的积分是有明确定义的 Riemann 积分或 Ito 积分
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• X 是一个关于给定布朗运动样本轨道的函数

一个强解是给定的布朗运动为基础的．若用另一个布朗运动来代替这个布朗运动，就会得到另一个强解，是

一个由同一个函数表达式给出的．

Definition 7.3 (弱解). 轨道行为并不是主要的．只对于 X 的分布感兴趣．对于给定初始条件 X0 和系数函
数 a(t, x) 和 b(t, x)，必须只找到一个布朗运动使得 (12) 成立．

7.2 一般线性随机微分方程

Definition 7.4. 考虑一个

Xt = X0 +

∫ t

0

[c1Xs + c2(s)]ds+

∫ t

0

[σ1(s)Xs + σ2(s)]dBs (13)

系数函数 ci 和 σi 是确定的连续函数．因此在 [0, T ] 上有界．我们可通过上述的强解定理可知有唯一强解．

Definition 7.5 (带加噪声的线性方程).

Xt = X0 +

∫ t

0

[c1Xs + c2(s)]ds+

∫ t

0

σ2(s)dBs (14)

可以将上述写成微分形式
dXt = [c1(t)Xt + c2(t)]dt+ σ2(t)dBt, t ∈ [0, T ] (15)

其中的过程 X 并没有直接包含在随机积分项中，也称其为线性方程．

Lemma 7.1. 乘积形式的微分方程：

dXt = αtdt+ βtdBt

dYt = γtdt+ δtdBt

则
d(XtYt) = XtdYt + YtdXt + dXtdYt

dt · dt = dt · dBt = dBtdt = 0

dBt · dBt = dt

求解的过程：我们利用上述的引理7.1 同时根据某些特征例子来猜测解的形式，首先假设解

Xt = [y(t)]−1Yt

其中

y(t) = exp

{
−
∫ t

0

c1(s)ds

}
Yt = f(t,Xt)
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这里的 f(t, x) 是一个连续函数．对 Xt = Y −1
t 作 Ito 公式得到：

dYt = d(y(t)Xt) = c2(t)y(t)dt+ σ2(t)y(t)dBt

两边积分同时注意到 y(0) = 1 和 X0 = Y0 可得到：(14) 的解为

Xt = [y(t)]−1

(
X0 +

∫ t

0

c2(s)y(s)ds+

∫ t

0

σ2(s)y(s)dBs

)

若 X0 是一个常数，这是一个高斯过程，同时该形式与方程 (16) 相同．

7.2.1 带有噪声的齐次方程

考虑一个微分方程：

Xt = X0 +

∫ t

0

c1(s)Xsds+

∫ t

0

σ1(s)XsdBs (16)

其微分形式

dXt = c1(t)Xtdt+ σ1(t)XtdBt

因 Xt 的表现为布朗运动增量的系数，因此称其为带有噪声的随机微分方程．齐次的考虑就是将两侧同时除

以 X0，并假设 X0 = 1．我们可以猜想有一个指数形式的解，假设所有的 t,Xt > 0

可假设 Yt = lnXt 其中 f(t, x) = lnx, f1(t, x) = 0, f2(t, x) = x−1.f22(t, x) = −x−2

应用 Ito 公式可得到：

dYt = [c1(t)− 0.5σ2
1(t)]dt+ σ1(t)dBt

对两侧积分可得

Xt = X0exp

{∫ t

0

[c1(s)− 0.5σ2
1(s)]ds+

∫ t

0

σ1(s)dBs

}
, t ∈ [0, T ] (17)

Example 7.1. 几何布朗运动：Xt = eµt+σBt = X0exp{µt + σBt} = X0exp{
∫ t

0
µds+

∫ t

0
σds} 我们会发现其

形式与方程 (17) 相似．因此我们可称方程17 其为广义几何布朗运动．进一步写成 Ito 过程的形式：

7.2.2 一般情形

求解一般的线性随机微分方程，将其嵌入到一个由两个随机微分方程构成的系统中．之前的齐次随机微分方

程在 Y0 = 1 时候的解 Y．由公式得到

X
(1)
t = Y −1

t �X(2)
t = Xt

应用 Ito 引理计算得到：

dX
(1)
t = [−c1(t) + σ2

1(t)]X
(1)
t dt− σ1(t)X

(1)
t dBt

根据分布计算公式可得到确定性微分方程的解：
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dx(t) = [c1(t)x(t) + c2(t)]dt, t ∈ [0, T ]

根据方程 (?? ) 可得到其中的 d(X(t), Xt) = Xt · dX(1)
t +X

(1)
t dXt + dX

(1)
t · dt

Xt = Yt(X0 +

∫ t

0

[c2(s)− σ1(s)σ2(s)]Y
−1ds) +

∫ t

0

σ2Y
−1
s dBs

Example 7.2 (Vasicek 利率模型). 这是一个用于表示借贷放贷利率的标准模型，利率非常数，而是一个关
于时间 t 随机函数．因为 r 可能会在每一个时间发生变化．

rt = r0 + c

∫ t

0

[µ− rs]ds+ σ

∫ t

0

dBs

或 drt = c(µ− rt)dt+ σdBt

c1(t) = −c, c2(t) = µ, σ1(t) = 0, σ2(t) = σ

limt→∞ E[rt] = µ

Note 7.1. Ito 积分的数学期望等于 0，在之前已经得到推导．

7.3 解的期望和方差函数

若我们有一个随机微分方程的精确解，我们试图求解方程(15) 的期望，一种方法是根据 Ito 等距来求解．另

一个可直接利用(15) 来求解，以积分的形式来求．

Xt = X0 +

∫ t

0

(c1(s)Xs + c2(s))ds+

∫ t

0

(σ1(s)X + σ2)dBs (18)

在等式两侧求期望，得到

E[Xt] = X0 + E(

∫ t

0

(c1(s)Xs + c2(s))ds) = X0 +

∫ t

0

(c1(s)E[Xs] + c2(s))ds (19)

令 f(t) = E[Xs]．于是得到

f ′(t) = c1(t)f(t) + c2(t), f(0) = X0 (20)

该方程是线性常微分方程．

V ar(Xt) = E[X2
t ]− E[Xt]

2 (21)

对 X2
t 作 Ito 公式，f(t, x) = x2, ∂f

∂x = 2x, ∂2f
∂x2 = 2

dX2
t =

[
2Xt + (c1(t)Xt + c2(t)) + (σ1(t)Xt + σ2(t)

2)
]

(22)

求积分，做数学期望得：

E[X2
t ] = X2

0 +

∫ t

0

[
(2c1(s) + σ2

1(s)E[X2
s ] + (2σ1(s) + σ2(s)))

]
(23)

35



令 g(t) = E[X2
t ] 得

g′(t) = (2c1(t) + σ2
1(t))g(t) + [2c2(t) + 2σ1(t)σ2(t)] , g(0) = x2 (24)

Example 7.3. 求解下列的一般随机积分，同时进一步求解其期望和方差．{
dXt = [3Xt + 2]dt+ (Xt − 1)dBt

X0 = 1

其中 C1(t) = 3, C2(t) = 2, σ1(t) = 1, σ2(t) = −1 对于 dYt = 3Ytdt+ YtdBt, Y0 = 1 的微分方程．其中

Yt = exp{
∫ t

0

(3− 1

2
)dt+

∫ t

0

1dBt} = e
5
2 t+Bt

进一步求解

Xt = Yt(X0 +

∫ t

0

(C2(s)− σ1(s)σ2(s))Y
−1
s ds+

∫ t

0

σ2(s)Y
−1
s dBs)

解得

Xt = e
5
2 t+Bt(1 +

∫ t

0

3e−
5
2 s−Bsds−

∫ t

0

e−
5
2 s−BsdBs)

求解期望：我们对于原式进行积分可得到

dXt = 1 +

∫ t

0

(3E[Xs] + 2)ds+

∫ t

0

(E[Xs]− 1)dBs

而 Ito 积分为 0，最终我们可得到：

E[Xt] = 1 +

∫ t

0

(3E[Xs] + 2)ds (25)

令 E[Xt] = f(t)，根据(25) 我们可得到

f ′(t) = 3f(t) + 2, f(0) = 1

根据上式可解得：

E[Xt] = f(t) =
5

3
e3t − 2

3

Example 7.4. 求解下列的一般随机积分，同时进一步求解其期望和方差．

dXt = 2Xtdt+ (3Xt − 1)dBt, X0 = 1

8 B-S 公式

8.1 自融资策略

假设 t 时刻的股票价格为 St

dSt = µStdt+ σStdt, S0 = s0
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由此解出

St = S0exp{(µ− 0.5σ2)t+ σBt}

E[St] = s0e
µt

dE[St] = µE[St]dt

假设债券价格为 S̃t，对应份额的变化为 ∆̃t

dS̃t = rS̃tdt

S̃0 = 1

S̃t = ert

其中的 r 为无风险利率．

一个投资组合的价值过程可表示为

Xt = ∆tSt + ∆̃tS̃t

假设投资组合是自融资的 (self-financing) 以数学形式表示：

dXt = ∆tdSt + ∆̃tdS̃t (26)

∆ 表示的是资产份额的变动．

Definition 8.1. 期权复制：在一个完美市场中，任意一个衍生品都可以由投资组合来复制．价值过程在 t
时刻为 Xt = (ST −K)+

8.2 B-S 公式定义

先对于一个投资组合在 t 时期的价格进行一个定义相关的函数：

Xt = C(t0, S) (27)

根据上述的推导，我们试图去确定期权价格 f0 = X0 = f(0, S0) 转换为求函数 C 的形式．

令 Xt 为一个风险资产在 t 时刻的价格，假设它是一个几何布朗运动驱动的．有如下的形式：

Xt = f(t, Bt) = X0e
(c−0.5σ2)t+σBt , 0 < t ≤ T (28)

其中的 B = (Bt, t ≤ 0) 是布朗运动．X0 与 B 相互独立

Xt = X0 + c

∫ t

0

Xsds

这个方程可等价的改写为：

dXt = ∆dSt + ∆̃dS̃t
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对进行(28) 进行 Ito 公式，可得到

dXt = d(t,Xt) =

[
Ct(t, St) + Cx(t, St)µSt +

1

2
Cxx(t, St)σ

2S2
t

]
dt+ Cx(t, St)σStdBt (*)

而对于(27) 进一步简化得到：

dXt = µ∆tStdt+ σ∆tStdBt + ∆̃trS̃tdt = [rXt + (µ− r)∆tSt] dt+ σ∆sStdBt (**)

将(*)(**) 这两个式子进行比较，我们会发现两个不同方程所得到的微分形式，所对应的 Ito 过程需要对应．

因此

∆t = Cx(t, St) (29)

Ct(t, St) + Cx(t, St)µSt +
1

2
C2

xx(t, St)σ
2S2

t = rXt + (µ− r)C(t, St)St (30)

(29) 和(27) 可带入(30) 可得到

Ct(t, St) +
1

2
σ2S2

tCxx(t, St) = rC(t, St)− rStCx(t, St) (31)

该方程对于 ∀0 ≤ t ≤ T, ∀ω ∈ Ω 均成立，而我们的 St 是一个布朗运动，取值为 St > 0．也就是等价于

Ct(t, x) +
1

2
σ2x2Cxx(t, x) = rC(t, x)− rxCx(t, x) (32)

对于 ∀0 ≤ t ≤ T, ∀x > 0 均成立．该方程就是一个 PDE，也称为 BSM 方程．而我们的原有的问题就转为求

解方程组 Ct(t, x) +
1

2
σ2x2Cxx(t, x) = rC(t, x)− rxCx(t, x)

C(T, x) = (x− k)+

该方程组就是在(32) 和原初条件的组合得到．

Example 8.1. 为何不直接使用 E(e−rT (XT −K)+) 作为期权价格．一个二叉树模型：一支股票 S0 = 100．

¥210(-50)

¥100

¥90(-50)

P =
1
2

1− P = 1
2

在第一天到第二天敲定的价格 K = 50 看涨期权，到期日为明天．第二天的收益 X2 = 1
2 (210− 50) + 1

2 (90−
50) = 100 但若其选择在今天选择卖空期权得到 ¥100，进一步使用 ¥100 购买股票（无成本），第二天需要
向你执行期权，需向你支付 50 元期权费购买股票，你最终获利 50 元．
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上述的例子出现在于市场的估计是错误的．

若用简单直观的方法来解释这个方程，其含义是：在区间 [t, t+ dt] 上有

Xt+dt −Xt = cXtdt+ σXtdBt

等价地，有
Xt+dt −Xt

Xt
= cdt+ σdBt

上式中左手边表示的是相对收益率．表明的是相对回报的走势就是一个线性的趋势 cdt．并且受到一个随机

噪声 σdBt 的影响．因此其中的常数 c 就是平均收益率．σ > 0 就是波动率．从公式可看出，若 σ 越大，

Xt 的波动也越大．一个特别的是 σ = 0 表示的是波动率为 0．则上述的过程就是一个确定性的过程．解为

Xt = X0e
ct．若 σ > 0，则希望能够得到一个带有随机扰动的项．而若有一个无风险资产，在 t 时刻可以得

到的收益是

βt = β0e
rt

此时的本金 β0 将依据固定利率 r > 0 不断的增加．注意到 β 所需要满足的条件：

βt = β0 + r

∫ t

o

βsds

因此若将风险资产与无风险资产进行组合，我们可得到：

Vt = atXt + btβt

这里假设 at 和 bt 可以取任意的正数或负数．at 取负值意味着股票卖空．因此此时你的交易策略为：

dVt = d(atXt + btβt) = atdXt + btdβt

或者可写成 Ito 积分的形式：

Vt − V0 =

∫ t

0

d(asXs + bsβs) =

∫ t

0

asdXs +

∫ t

0

bsdβs

欧式期权看跌的预期收益为

(K −XT )
+ =

{
K −XT , XT < K

0, XT ≥ K

Definition 8.2. 我们考虑一个自融资 (at, bt) 相应的资产价值过程 Vt 为

Vt = atXt + btβt = u(T − t,Xt), t ∈ [0, T ] (33)

其中的 u(t, x) 是光滑的确定性函数．因投资组合在满期 T 的价值 VT 可能是 (XT −K)+，因此满期

VT = u(0, XT ) = (XT −K)+

自融资策略往往被称为是对未定权益 (XT −K)+ 的套期保值．
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f1(t, x) = −u1(T − t, x), f2(t, x) = u2(T − t, x), f22(t, x) = u22(T − t, x)

又因为 X 满足 Ito 过程

Xt = X0 + c

∫ t

0

Xsds+ σ

∫ t

0

XsdBs

再次应用 Ito 引理

Vt − V0 = f(t,Xt)− f(0, X0)

=

∫ t

0

[f1(s,Xs) + cXsf2(s,Xs) + 0.5σ2X2
s f22(s,Xs)]ds+

∫ t

0

[σXsf2(s,Xs)]dBs

=

∫ t

0

[−ut(T − s,Xs) + cXsu2(T − s,Xs) + 0.5σ2X2
su22(T − s,Xs)]ds+

∫ t

0

[σXsu2(T − s,Xs)]dBs

另一方面，因为 (at, bt) 是自融资的，有

Vt − V0 =

∫ t

0

asdXs +

∫ t

0

bsdβs

由 βt = β0e
rt 可得到

dβt = rβ0e
rtdt = rβtdt

进一步因为 Vt = atXt + btβt，所以有

bt =
Vt − atXt

βt

由于 Xt，可以任意取正值，上面最后一个等式

PDE 有显示解．带有边界条件的偏微分方程已经被研究透彻．

u(t, x) = xΦ(g(t, x))−KertΦ(h(t, x))

其中

g(t, x) =
ln(x/K) + (r + 0.5σ2)t

σt1/2

h(t, x) = g(t, x)− σt1/2

对于执行价格为 K 的欧式期权来说

V0 = u(T,X0) = ()

因此原问题最终转换为的求解．

8.3 测度变换——一个有用的技巧

Theorem 8.1. 若概率 ∀A ∈ F，若满足 P (A) = 0 ⇒ Q(A) = 0，则称 Q 关于 P 绝对连续．记 Q << P．
若 Q << P，且 P << Q，则 Q 与 P 等价．
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也就是在两个测度下的概率为零是等价的．同样若概率为 1 也是等价的．

Definition 8.3. 令 B 为标准布朗运动，且 F = σ(Bs, s ≤ t)，定义 B̃t = Bt + at，当 a ̸= 0 时候，B̃t 不是
布朗运动．可选择合适的 Q 使得其成为一个布朗运动．

Theorem 8.2. {Bt} 是标准布朗运动．{Ft} 是由 B 生成的．则在 P 下，Mt = exp{− 1
2a

2t+ aβt} 为鞅．

8.3.1 期权定价

市场并不会根据市场参与群体的风险厌恶程度而改变自身的定价策略．因此我们就考虑一个风险中性的平均

收益率即可．也就是不用去关心这个收益率的更多数学特征．由此市场就只有一个收益率．市场满足{
dSt = µStdt+ σStdBt

dSr = rS̃tdt

可改写为

dSt = rStdt+ σSt(dBt +
µ− r

σ
dt) = rStdt+ σStd(Bt +

µ− r

σ
)

该等式在 P 下并不是 BM．令 a = µ−r
σ ，由定理得到在 Q 下的平均收益率，即为

dSt = rStdt+ σStdB̃t

而债券的价格 dS̃t = rS̃tdt 保持不变．其中的 a = µ−r
σ 称为风险的市场价格．

Properties 8.1 (折现后的股票价格). 折现后的股票价格为 e−rSt

d(e−rSt) = Ste
−rt + e−rtSt + de−rtdSt = σe−rtStdBt

最后就是一个鞅．

折现后的价值过程：d(e−rtXt)

d(e−rXt) = e−rtdXt +Xte
−rt + de−rtdXt

= e−rt∆tdSt + e−rtN(t)dS̃t − re−rtXtdt

= σ∆t(e
−rtStdB̃t)

也就是在 Ito 下的积分，折现后的价值过程在 Q 下是鞅．

未定权益 (St − k)+，折现后的 e−rT (ST −K)+ 期权复制：

XT = (ST − k)+, Xt = C(t, St)

Properties 8.2. {e−TtXT } 是鞅，也即是在 Q 下取．

EQ[e
−rTXT |Ft] = e−rtXt

表示在 Q 下的条件期望．
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由此可对价值过程进行估计：

Xt = c(t, St) = EQ[e
−r(T−t)(ST −K)+|Ft]

令 t = 0

Xt = c(0, St) = EQ[e
−r(T )(ST −K)+]

Note 8.1. Q：等价鞅测度，也称为风险中性概率

当 p ̸= 0 时，

c(t, St) =
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