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1 随机变量基本概念补充

Definition 1.1. 令 BΩ 为从 Ω 生成的包含的 (a, b) 类似形式的最下 sigma 域，其中对于

B 中的任意一个集合 A，都有

P (X ∈ A) = P (Y ∈ A)

则随机变量 X 和 Y 服从同分布．

1.1 CDF 与 P(X)

CDFFX(x) 是由随机变量的概率函数 P (·) 所决定的，而同样 CDFFX(x) 可以推出 P (X)．

因此这两者包含随机变量相同的概率分布信息．

Definition 1.2. 若两个分布 F (·) 和 G(·) 在实数轴上均满足 F (x) ≤ G(x)，则称分布 F (·)
一阶随机占优于 G(·)．
同样的对任意的 x ∈ (∞,∞) 均满足∫ x

−∞
F (y)dy ≤

∫ x

−∞
G(y)dy

则是二阶随机占优．
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1.2 支撑

Definition 1.3. 在实数集 R 上的概率为正数的点所构成的集合就是 X 的支撑 (Support)
集合

Support(X) = {x ∈ R : fX(x) > 0}

FOC:
Support(X) = Ω

通过定义可以看出，X 的支撑都是取 P (·) 概率为正的点所构成的集合．

对于离散随机变量来说，X 的支撑及概率能够刻画包含的该随机变量的概率分布；而对于

连续型的随机变量来说，在其支撑上的集合的点的极小邻域内概率取值都为正，其支撑外

的点点极小邻域内的点概率为 0．

PX∈Support(x ∈ (X − ϵ,X + ϵ)) > 0

PX /∈Support(x ∈ (X − ϵ,X + ϵ)) = 0

Lemma 1.1. 令 fX(x) 为随机变量 X 的 PDF，并且 µ 和 σ > 0，则函数

gX(x) =
1

σ
fX(

x− µ

σ
)

仍然是 PDF

要满足是一个概率分布函数 (PDF)，需要满足 gX(x) ≥ 0 以及在 R 上的积分为 1．因此通

过换元法来证明令 y = x−µ
σ

，则∫
R
gX(x) =

1

σ

∫
R
fX(

x− µ

σ
)dx =

1

σ

∫
R
fY (y)dσy = 1

其中的参数值 (µ, σ) 对应于一个 PDF，由参数 µ 刻画 PDF 的位置，称为位置参数类；由

σ 刻画的函数类 1
σ
fX(

x
σ
) 称为 PDF fX(x) 的标准尺度类．

将支撑推广到随机向量上，对对于一个二维随机向量 (X,Y ) 的支撑，为所有严格正概率的

可能实现值 (x, y) 的集合，即

Support(X,Y ) = ΩXY = {(x, y) ∈ R2 : fXY (x, y) > 0}
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1.3 随机变量关系推导

相互独立是一个较为强的命题．

对于一个 Y = CDF (X) 求解 PDF，该方法需要先求出 Y = g(X) 的 CDF FY (y)，再对求

导得到 PDF，若 g(·) 为严格单调函数，若连续随机变量 X 的 PDF 为 fX(x)，函数 g 在上

面单调可导．那么对于随机变量 Y = g(X) 来说，其支撑的密度函数可表示为

fY (y) = fX(x)
1

|g′(x)|

Theorem 1.1. 两个随机变量由原来的联合分布拆解为两个互不影响的函数，只有当 X 和

Y 互相独立：

fXY (x, y) = g(x)h(y)

对于所有的 −∞ < x,−∞ < y 均成立．

Theorem 1.2. 进一步来说对于一个随机变量 X 和 Y 也满足相互独立，则条件 PMF/PDF

fY |X(y|x) = fY (y)

对所有的 (x, y) ∈ R2 成立，其中 fX(x) > 0

反过来，若 n 个随机变量的联合 CDF 等于边际 CDF 的乘积

FXn(xn) =
n∏

i=1

FXi
(xi)

则其随机变量之间相互独立．

而若将一元转到二元，假设有 {
U = g1(X,Y )

V = g2(X,Y )

其中的 (X,Y ) 是给定联合概率密度．如何求 (U, V ) 的概率密度．先引入雅可比矩阵

Definition 1.4. 对于一个二元变换来说，{
U = g1(X,Y )

V = g2(X,Y )
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其中的 g1(·, ·) 和 g2(·, ·) 均连续可导，则 2× 2 矩阵

JUV (x, y) =

[
∂g1(x,y)

∂x
∂g2(x,y)

∂x
∂g2(x,y)

∂x
∂g2(x,y)

∂y

]

这个称为 (U, V ) 的雅可比矩阵，行列式为雅可比．

同时对于一个雅可比矩阵来说，同时还满足的反函数的定义

JXY (u, v) = JUV (x, y)
−1

其中 x1 = h1(u, v), x2 = h2(u, v)

Theorem 1.3. 假设二元变换连续型随机变量 (X,Y ) 的联合 PDF 为 fXY (x, y)，并记

(X,Y ) 的支撑为 ΩXY = {(x, y) ∈ R2 : fXY (x, y) > 0} 其中 g : ΩXY → R2 为一一映射，在

ΩXY 上连续可导，对于所有的 x，y 都有行列式不为 0，则 (U, V ) 的联合 PDF 为

fUV (u, v) = fXY (x, y) |det[JXY (u, v)]|

对所有的 (u, v) ∈ Ω 均成立．

ΩUV = {(u, v) ∈ R2 : u = g1(x, y), v = g2(x, y), ∀(x, y) ∈ ΩXY }

从 PDF 到 MGF

Theorem 1.4. 假设联合 MGFMX(t1, t2) = E(et1X+t2Y ) 对在原点的某个邻域内存在，当

且仅当对原点的所有点有

MX(t1, t2) = MX(t1)MY (t2)

成立时，X 和 Y 互相独立．

2 矩生成函数

随机变量 X 的高阶距可能很难算，因此需要用定义一个所谓的矩生成函数来求各阶距．

Definition 2.1 (矩母生成函数 (Moment Generating Function),MGF). 随机变量 X 的 MGF
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可定义为

MX(t) = E(etX) =


∑
x∈ΩX

etxfX(x), X���∫ ∞

−∞
etxfX(x)dx,X���

MGF 的存在性：若对于 t 在 0 的某个领域 (−ϵ, ϵ) 上是存在的，则称 MX(t) 是存在的，若

不存在就对于 X 分布来说是不存在的．

因此从 MGF 可以推导到一个各阶距是否是存在的，若对于所有的 t 都存在 MGF，则可推

出在所有阶的导数存在．

证明.

etx =
∞∑
k=0

(tx)k

k!

则 MX(t) 的麦克劳林展开为

MX(t) =
∞∑
k=0

tk

k!
E(Xk)

反过来对于某个阶的期望为 ∞，则对于 t > 0 所有的矩母函数都不存在．

Theorem 2.1. 若 MGF 的 t 在某个领域 (ϵ, ϵ) 内存在，则 MX(0) = 1

证明. MX(t) =
∫∞
∞ etxdFX(x)，有 MX(0) =

∫∞
−∞ dFX(x) = 1

Theorem 2.2. 若 MGFMX(t) 对于 t 在 0 的某个邻域内存在，则对所有正整数 k = 1, 2, · · ·
有

M
(k)
X (0) = E(Xk)

证明.

M
(k)
X (t) =

dk

dtk

∫ ∞

−∞
etxdFX(x)

=

∫ ∞

−∞

dk

dtk
(etx)dFX(x)

=

∫ ∞

∞
xketxdFX(x)
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令 t=0，则

M
(k)
X (0) =

∫ ∞

−∞
xkdFX(x) = E(Xk)

因此若矩母函数存在，可以在原点处对其进行求导 (k = 1, 2, · · · )，从而可以得到 X 的各阶

矩．因此 MX(t) 也称为矩生成函数．

Example 2.1.

M
(1)
X (0) = µX

M
(2)
X (0) = E(X2)σ2

X + µ2
X

Theorem 2.3. 若 Y = a + bX，其中 a 和 b 为两个常数，并且对于在 0 处的某个小邻域

内的所有 t，X 的 MGFMX(t) 存在，则对于 0 在某个小邻域内的所有 t，Y 的 MGF 也存

在，且为

MY (t) = eatMX(bt)

Theorem 2.4. 假设两个随机变量 X 和 Y 的 MGF MX(t) 和 MY (t) 在 0 的某个邻域内的

Nϵ(0) = {t ∈ R : −ϵ < t < ϵ} 存在，则对任意的 z ∈ R 都有 FX(z) = FY (z)，当且仅当所

有的 t ∈ Nϵ(0)，X 和 Y 都有相同的 MGF MX(t) 和 MY (t).

因此对于一个猜想分布来说，若能够满足 MGF 的定义，最终的分布就是所猜想的分布．

Example 2.2.
MX(t) =

1

2
+

1

4
e−t +

1

4
et,−∞ < t < ∞

其中

MX(t) = E(etX) =
∑
x

etxfX(x) =
1

2
e0·t +

1

4
e(−1)·t +

1

4
e1·t

猜想 X 的概率密度为

fX(x) =


1
4

x = −1
1
2

x = 0
1
4

x = 1

Theorem 2.5. 假设 {Xn, n = 1, 2 · · · } 为随机变量序列，每一个随机变量 Xn 有 MGF 和

CDF，进一步的假设，对于 t 在 0 点某个小领域内的任意值．有

lim
n→∞

Mn(T ) = MX(t)
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同时 FX(x) 也是弱收敛的，即

lim
n→∞

Fn(X) = FX(x)

Theorem 2.6. 假设 FX(x) 和 FY (y) 是有界支撑的 CDE，对于所有的整数 E(Xk) =

E(Y k)，则任意的 z ∈ (−∞,+∞) 都有 FX(x) = FY (y)

证明. 因为 X 和 Y 所属于的是一个有界支撑的集合，因此对于一个充分大的数 M，P (|X| ≤
M) = 1 及 P (|Y | ≤ M) = 1，又因 E |X| ≤ Mk 和 E |Y |k ≤ Mk 有

MX(t) =
∞∑
k=0

tk

k!
E(Xk)

≤
∞∑
0

tk

k!
E |X|k

≤
∞∑
k=0

(tM)k

k!
= etM < ∞

同样的有 MY (t) ≤ etM < ∞ 根据 MGF 的公式可得到 MX(t) = MY (t)，其中 MGF 的唯一

性定理则 FX(z) = FY (z) 对于 ∀z

2.1 联合矩生成函数

从一维到多维，定义同样没有发生较大的变化

MXY (t1, t2) = E(et1X+t2Y ),−∞ < t1, t2 < ∞

其中的期望对于在 (0, 0) 范围内的所有 (t1, t2) 均成立．假设所有的 (0, 0) 的某个领域内存

在，则对于所有的非负整数 r, s ≥ 0 有

E(XrY s) = M
(r,s)
XY (0, 0)

同时

cov(Xr, Y s) = M
(r,s)
XY (0, 0)−M

(r)
X (0)M

(s)
Y (0)

特别的

cov(X,Y ) = M
(1,1)
XY (0, 0)−M

(1)
X (0)M

(1)
Y (0)

Theorem 2.7. 假设 U = g1(X) 和 V = g2(Y ) 是连续可导一一映射的可测函数，则 X 和
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Y 相互独立，当且仅当 U 和 V 相互独立．

2.2 独立性和期望

假设 (X,Y ) 相互独立，则对于任意的可测函数 h(X) 和 q(Y ) 有

E[h(X)q(Y )] = E[h(X)]E[q(Y )]

或者等等价于协方差为 0．

证明.

E[h(X)q(Y )] = E[h(X)]E[q(Y )]

Lemma 2.1. 假设 X 和 Y 相互独立，并且二者的边际 MGFMX(t) 和 MY (t) 对于 t 在 0
的某个邻域内存在，则 MX+Y (t) 对于 t 在 0 的某个邻域内的所有 t 都存在．且

MX+Y (t) = MX(t)MY (t)

证明.
g(X,Y ) = et(X+Y ) = etXetY = h(X)q(Y )

由上独立性定理可得

E[et(X+Y )] = E(etX)E(etY )

即

MX+Y = MX(t)MY (t)

这个的定理可以帮助我们在一些重要分布中得到使用，对于一对 X ∼ N(µ1, σ1) 和 Y ∼
N(µ2, σ2) 正态分布来说，若相互独立则

X ± Y ∼ N(µ1 ± µ2, σ
2
1 + σ2

2)

同样，这个可推及其他分布，柏松分布、卡方分布也有相同的性质．
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3 特征函数

对于一些重要分布来说，MGF 并不存在，因此就需要引入一个对任何概率分布都存在的特

征函数．

Definition 3.1. 假设随机变量的 CDF 为 FX(x)，则其特征函数为

φX(t) = E(eitX) =

∫ ∞

∞
eitxdFX(x)

其中 i =
√
−1，同时

eitx = cos(tx) + i sin(tx) (1)

3.1 特征函数的性质

• 对于任意的概率分布，其特征函数总是存在且有下界的

• φX(0) = 1

• φX(0) 在 (−∞,+∞) 上连续；

• φX(−t) = φX(t)
∗ 其中 φX(t)

∗ 表示为复共轭 (complex conjugate)

• 假设 Y = a+ bX 其中 a 和 b 为任意实常数，则

φY (t) = eiatφX(bt)

• 若 MGFMX(t) 在 0 的某个邻域内的所有 t 都存在，则对于所有的 t，都有

φX(t) = MX(it)

Example 3.1. 假设随机变量 X 服从柯西 (0, 1) 分布，其 PDF 为

fX(x) =
1

π

1

1 + x2
,−∞ < x < ∞

则其特征函数存在且为

φX(t) = e−|t|

Theorem 3.1. 假设 X 的 k 阶矩存在，则 φX(t) 对 t ∈ (−∞,+∞) 是 k 阶可导的，且

φX(0)
(k) = ikE(Xk)
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Theorem 3.2. 假设两个随机变量 X 和 Y 的特征函数为 φX(t) 和 φY (t)，则 X 和 Y 具有

同分布，当且仅当对所有的 t ∈ (−∞,+∞) 有 φX(t) = φY (t)

证明. 根据定义，特征函数为 CDF 的傅立叶变换

φX(t) =

∫ +∞

−∞
eitxdFX(x)

因此可以看到对于每一个给定的分布 FX(x) 都有唯一的特征函数．

Theorem 3.3. 对于随机向量序列 {Xn} 的 CDF 和特征函数分别为 Fn(x) 和 ϕn(t)，又假

设随机变量 X 的 CDF 和特征函数分别为 FX(x) 和 ϕX(t)，令 n → 0 若对 FX(x) 对所有

连续点 x，有 Fn(X) → FX(x)，则对任意的 t ∈ (−∞,∞) 都有 ϕn(t) → φX(t) 若对于任意

的，则对于 FX(x) 的连续点 x，有 Fn(x) → FX(x)

一些情况下使用特征函数比分布函数更为简便．

4 统计抽样理论

Definition 4.1. 一个随机样本是由 n 个随机变量 X1, · · · , Xn 构成的序列，记作 Xn =

(X1, · · · , Xn)，而随机样本的一个实现值就是从随机样本 Xn 中抽取的一个数据集 xn

当抽取一个样本时候获得样本的实现值 xn，我们想要获取信息，就是要通过在原有的样本

空间下生成一个映射 T (·)（一个标量），那么这个 T (Xn) 就是一个统计量．

随机样本的对数似然函数令 Xn = (X1, · · · , Xn) 来自于总体的 IID 随机样本，其中 θ 是未

知参数 Xn 的联合 PMF/PDF 的对数为

L̂(θ|Xn) = ln
n∏

i=1

f(Xi, θ) =
n∑

i=1

ln f(Xi, θ)

Definition 4.2. 统计量 T (X̂n
) 的概率分布称为 T (Xn) 的抽样分布．实际运用中并非这么

称呼，一般叫“样本”“样本方差”等等．

Definition 4.3 (充分统计量). 令 Xn 为来自以 θ 的某个总体的随机样本，给定统计量
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T (Xn) 的值，若 Xn = xn 的条件分布并不依赖于 θ 的值，那么对于所有可能的 θ 值，有

fXn|T (xn)[Xn|T (Xn), θ] = h(xn)

充分统计量概括了样本 Xn 的关于 θ 的所有信息，数据集 xn 就没有提供更多的信息．可

帮助计算参数时候只需要关注于低维的统计量．

上述的定理中，等式左边为给定的 T (Xn) = T (xn) 时，Xn = xn 依赖于 θ，而等式右边并

不依赖于 θ．也就可以理解为给定 θ 和统计量 T (Xn) 下，f 分布只与样本有关．

Theorem 4.1 (因子分解定理 (Factorization Theorem)). 令 fXn(xn, θ) 为随机样本 Xn 的

联合 PDF/PMF，当且仅当存在 g(t, θ) 和 h(xn) 时候，满足对于任意样本点的 xn 使得对

任意参数值有

fXn(xn, θ) = g[T (xn), θ]h(xn)

证明略．

Theorem 4.2 (不变性原理 (Invariance Principle)). 假设 T (Xn) 是 θ 的充分统计量，则对

于任意一一对应的函数 R(Xn) = r[T (Xn)] 也是 θ 的充分统计量．也是变换参数 r(θ) 的充

分统计量．

Definition 4.4. 概率分布族称为指数分布族，若有总体 PMF/PDF 可表示为

f(x; θ) = h(x)c(θ)e
∑

j=1 kwj(θ)tj(x)

随机样本 Xn 下关于参数 θ 的信息可能无法由单个统计量概括，需要多个统计量描述．这

里的充分统计量是一个向量．在另一个角度，随机样本本身就是 θ 的一个充分统计量．其

分解为

fXn(xn, θ) = g[T (xn), θ]h(xn)

一般来说，同一个参数 θ 存在多个充分统计量，而如何对这个统计量内部再进行刻画：引

入最小充分统计量

Definition 4.5 (最小充分统计量). 对于任何的其他充分统计量 R(X)n 来说，T (X)n 总是

存在一个 r(·) 使得

T (Xn) = r[R(Xn)]

则称充分统计量 T (Xn) 是参数 θ 的最小充分统计量．
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4.1 F 分布

Definition 4.6. U 和 V 是自由度分别为 p 和 q 的两独立卡方分布随机变量，则

F =
U/p

V /q
∼ Fp,q

服从自由度为 p 和 q 的 F 分布．

F 分布的性质

• if X ∼ Fp,q，则 X ∼ Fq,p

• if X ∼ tq，X2 ∼ F1,q

• if q → ∞，pFp,q → χ2
p

Example 4.1. 总体方差相等的假设检验：令 X = (X1, · · · , Xn)，为来自总体正态分布

N(µX , σ
2
X)，样本容量为 n 的 IID 随机样本，Y m = (Y1, · · · , Yn) 为来自 N(µY , σ

2
Y )，样本

容量为 m 的 IID 随机样本．假设两个随机变量相互独立．考虑一个 H0 : σ2
X = σ2

Y ，实际

我们需要检验：
S2
X

S2
Y

在 H0 : σ
2
X = σ2

Y 的假设下，有

S2
X

S2
Y

=
S2
X/σ

2
X

σ2
Y /σ

2
Y

∼
χ2
n−1/(n− 1)

χ2
m−1/(m− 1)

∼ Fn−1,m−1 (2)

t 分布和 F 分布在数据生成过程中来自正态总体的抽样问题发挥重要作用．

5 收敛和极限定理

Definition 5.1. 一个足够大的数 M，存在一个有限整数 N(M) 使得对所有的 n ≥ N(M)，

有 n−λbn < M，序列 {bn, n = 1, 2 · · · } 的最高数量级为 nλ 记作 bn = O(nλ) 用 M 来控制

bn = O(nλ) 使得

lim
n→∞

bn
nλ

= C < ∞
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数量级刻画的是一个数增长的速度，而进一步对于统计中，我们需要找到一些样本，而样

本本身的个数是有限的，自然需要利用数量级的概念来刻画统计量的性质．

因此，在一个 n 维的有限样本中，n 可以无穷大，Xn 的实现值是一个 n 维的向量 xn(x1, x2, · · · , xn)．

因为 Xn 是一个随机变量的序列，可用 Xn 的联合概率来刻画随机样本．

fXn(xn) =
n∏

i=1

fXi|Xi−1(xi|xi−1)

统计分析的重要目的在于用给定的随机样本生成的数据集，估计未知的参数．

5.1 依二次方均值和 L-p 收敛和依概率收敛

Definition 5.2. 令 {Zn, n = 1, 2, · · · } 为一个随机变量序列，Z 为随机变量．若当 n → ∞
时

E(Zn − Z)2 → 0

或等价的

lim
n→∞

E(Zn − Z)2 = 0

则称随机序列依二次方均值收敛于 Z．

Definition 5.3. 假设 0 < p < ∞，{Zn, n = 1, 2, · · · } 为满足 E[Zn]
p < ∞ 的一个随机变量

序列，Z 为满足条件的一个随机变量．若

lim
n→∞

E|Zn − Z|p = 0

则随机变量序列 {Zn} 依 Lp 收敛到 Z．

Definition 5.4. 利用 ϵ− δ 语言和概率理论对收敛的刻画：

P [|Zn − Z| > ϵ] → 0

则称随机变量序列 {Zn, n = 1, 2, · · · } 依概率收敛．

依概率收敛也称为弱收敛．在偏差上理解：在 |Zn −Z| > ϵ 中，可认为 |Zn −Z| 为大偏差，

若 |Zn − Z| ≤ ϵ 则为小偏差，显然 epsilon 越小，n 越大，来保证收敛．

一个特例：当 Zn → b 时候，其中 b 为常数，则称 Zn 为 b 的一致估计量．且 b 为 Zn 的

概率极限，记为 b = p limn→∞ Zn

13



Definition 5.5. 对任意的常数 δ > 0，存在常数 M = M(δ) 和有限整数 N = N(δ)，使得

对所有 n ≤ N，有 P (|Zn| > M) < δ．则称 Zn 是有界的．

在收敛性中，我们极限中引入概率对收敛性进行了一个刻画，同样对于统计量的刻画，我

们也可以引入概率空间对其进行刻画．

Definition 5.6. 假设 Xn = (X1, · · · , Xn) 为来自均值 E(Xi) = µ 和方差 var(Xi) = σ2 <

∞ 的总体分布的 IID 随机样本．当 n → ∞ 时，有

P [|Xn − µ| ≤ ϵ] → 1

Definition 5.7 (几乎处处收敛). 若对于每一个给定的常数 ϵ > 0 有

P ( lim
n→∞

|Zn − Z|) = 0

其中 S 为样本空间，称随机 1 变量序列几乎处处收敛于随机变量 Z．

5.2 依分布收敛

当我们抽取的样本是一个非正态分布时候，Xn 的抽样分布会变得复杂，一个可行的方式是

考虑容量 n → ∞ 时，Xn 的一个极限分布，也称为渐近分布．现实中的抽样，我们的总体

分布是未知的，此时可以用依分布收敛概念对统计量进行近似分析．

Definition 5.8. 令 {Zn, n = 1, 2, 3 · · · } 为随机变量序列，其对应的 CDF 序列为 {Fn(z) :

n = 1, 2 · · · }，令随机变量 Z 的 CDF 为 F (z)，若在每一个连续点都收敛，即在每个 F (z)

连续的 z 点处都有：

lim
n→∞

FZn(z) = F (z)

称 n → ∞ 时候，Zn 依分布收敛于 Z．其中的 F (z) 为随机变量序列的渐近分布．

Lemma 5.1. 当 n → ∞ 时，Yn − Zn
p−→ 0 且 Zn

d−→ Z，则当 n → ∞，Yn
d−→ Z

Definition 5.9. 对于某个点 c，若 P (Z = c) = 1，则称随机变量 Z 服从在 c 点的退化分

布．

14



5.3 中心极限

Theorem 5.1. 令 Xn = (X1, X2, · · · , Xn) 为来自均值 µ，方差为 σ2 的总体分布的 IID 随

机样本．定义样本均值 X̄n = n−1
∑n

i=1 Xi．当 n → ∞ 时，标准化样本均值为

Zn =
X̄n − E(X̄n)√

var(X̄n)

=
X̄n − µ

σ/
√
n

=

√
n(X̄n − µ)

σ
→ N(0, 1)

Theorem 5.2 (独立随机变量的中心极限定理). 假设随机变量 X1, · · · , Xn 联合独立，且

对 i = 1, 2, · · · , n 有 E|Xi − µi|3 < ∞，其中 E(Xi) = µi，同时假定

lim
n→∞

∑n
i=1 E|Xi − µi|3

(
∑n

i=1 σ
2
i )

3/2

则当 n → ∞ 标准化随机变量

Zn =

∑n
i=1 Xi −

∑n
i=1 µi

(
∑n

i=1 σ
2
i )

1/2
→ N(0, 1)

当随机变量 X1, X2, · · · , Xn 之间存在一定程度上的相互依赖性时，CLT 仍然成立，生成的

随机样本一般会出现这种相互依赖性．

Theorem 5.3 (Slutsky 定理). 假设当 n → ∞ 时，Xn
d→ X 和 Cn

p→ c，其中 c 为常数．

则当 n → ∞ 时，有

(1)Xn + Cn
d→ c+X;

(2)Xn − Cn
d→ X − c;

(3)XnCn
d→ cX;

(4)�c ̸= 0,
Xn

Cn

d→ X

c

Lemma 5.2 (Delta 方法). 假设 n → ∞，
√
n(Xn − µ)/σ

d→ N(0, 1) ，同时 g(·) 为连续可

导函数且 g′(µ) ̸= 0．则当 n → ∞ 时候，有

√
n[g(X̄n)− g(µ)]

d→ N(0, σ2[g′(µ)]2)
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Lemma 5.3. 假设 n → ∞，有
√
n(Xn − µ)/σ

d→ N(0, 1)，同时 g(·) 为二次可导函数，并

满足 g′(µ) = 0, g′′(µ) ̸= 0，则当 n → ∞ 时候：

√
n[g(X̄n)− g(µ)]/σ2 d→ g′′(µ)

2
χ2
1

6 参数估计

假设概率分布族 F 包含了生成观测数据 xn 的所有未知总体分布．即

fX(x) = f(x, θ0)

对几乎所有的 x ∈ Ω 都成立．则称 F 是一个正确设定．

Example 6.1. Cox 在 1970 年提出生存模型，考虑时间建模上，人们失业重新找到工作耗

费的时间、癌症患者的生存时间、价格波动的时长间隔等．在久期分析中，人们常常因那

些尚未结束的事情仍持续多久感兴趣．假设随机变量 Ti 是一个已经发生的经济事件的持

续时间，其概率密度为 f(t)，概率分布函数为 F (t)，则生存函数为

S(t) = P (Ti > t) = 1− F (t)

风险率为

λ = lim
δ→o+

P (t < Ti ≤ t+ δ)

δ
(3)

直觉上，风险率 λ(t) 是指事件持续了 t 时期并将在时间点 t 结束的瞬时概率．同样我们对

于个体异质性可进行描述

λi(t) = exp{X ′
iθλo(t)}

其中，λ0 为基准风险函数．在给定 Xi 时 Ti 的条件概率密度函数

fi(t) = λi(t)Si(t)

其生存函数

Si(t) = e−
∫ t
0 λi(s)ds

当然进一步会去思考如何得到正确的参数估计．极大似然是一个常用的方法，是由 R.A.Fisher
提出．

16



Definition 6.1. 一个似然函数是由给定的数据集，随机样本 Xn 的联合 PMF/PDF 作为

θ 的函数，

L̂(θ|xn) = fXn(xn, θ)

称随机样本 Xn 在取值为观测数据 xn 下的似然函数．ln L̂(θ|x) 为对数似然函数 (log-
likehood function)

Definition 6.2 (极大似然估计量). 令 Θ 为有限维参数空间，假设统计量 θ̂ = θ̂n(Xn) 在

θ ∈ Θ 上最大化 L̂(θ|Xn) 即

θ̂ ≡ θ̂n(Xn) = arg max
θ∈Θ

L̂(θ|Xn)

一般不同的数据集会有不同的估计．

Theorem 6.1 (MLE 存在性). 假设 L̂(θ|Xn) 为 θ ∈ Θ 的连续函数的概率为 1，参数空间

是紧集．则存在以下的全局最优解 θ̂ 即

θ̂ ≡ θ̂n(X)n = arg max
θ∈Θ

L̂(θ|Xn)

FOC 仅为最大化的必要条件而非充分条件．仅仅为 MLE 提供了可能的候选参数，也就是

在局部是可能最大的，全局最小，但全局是不一定最大．需要进一步检验二阶条件：

Ĥ(θ) =
∂2 ln L̂(θ|Xn)

∂θ∂θ′

对所有的 θ ∈ Θ 是负定的，则 θ̂ 是全局最大解．许多情况下无法推出，因此需要转变为推

Ĥ(θ) 为负定相对容易．

Theorem 6.2 (极大似然估计的不变性). 假设 θ̂ 为 θ ∈ Θ 的 MLE 估计量，g(·) 为参数空

间上的一一映射．则 g(θ̂) 是 g(θ) 的 MLE 估计．

Theorem 6.3. 假设随机样本 Xn 的似然函数的 fXn(Xn, θ)，且 T (Xn) 是 θ 的充分统计量．

则最大化随机样本的似然函数的 MLE 估计量 θ̂ 也是最大充分统计量的似然函数的 MLE
估计量．

6.1 极大似然的渐近性质

• Xn = (X1, X2, · · · , Xn) 是来自于未知分布的 IID 随机样本的总体分布 f(x)

• 参数空间 Θ 为有界闭集，或等价于 Θ 为紧集．
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• 参数值 θ0 是 E[ln f(Xi, θ)] 的唯一最优解．

• θ0 是参数空间的内点．

• 对于每一个内点来说，关于 θ 的二阶可导．

为便于分析假设参数为标量．

Theorem 6.4. 若假设成立，且 θ̂ = arg maxθ∈Θ
∑n

i=1 ln f(Xi, θ)，n → ∞ 时，则几乎处处

都有：

θ̂ → θ0

Theorem 6.5. 假设 PDF 模型 f(x; θ) 对关于 θ ∈ Θ 二次连续可导，其中 θ 是参数空间

的内点．

I(θ) =

∫ +∞

−infty

[
∂ ln f(x; θ)

∂θ
]2f(x, θ)dx

H(θ) =

∫ +∞

−infty

[
∂2 ln f(x; θ)

∂θ2
]f(x, θ)dx

则对于所有 Θ 内点 θ

I(θ) +H(θ) = 0

同样 PMF 模型也有类似的结论．

6.2 矩估计与广义矩方法

矩估计 (MME) 是统计学中较为古老的参数估计方法．通过对总体分布的若干阶矩与其相

对应的样本矩进行匹配，获得一定数量的匹配方程以求得总体分布的未知参数值．

首先，假设 f(x, θ) 为未知总体分布 fX(x) 的 PMF/PDF 模型

m̂ = m̂n(Xn)

其数学期望为

M(θ) = Eθ

=

∫
Rn

m̂n(xn)fXn(xn, θ)dxn

18



Mk(θ) 的更一般形式为 
∫ ∞

−∞
xkf(x, θ)dx,X is continuity∑
x∈ΩX

xkf(x, θ),X is discrete

其次，求解方程组

m̂ = M(θ̂) = n−1

n∑
i=1

Xk
i , k = 1, 2, · · ·

展开形式为


m̂1 = M1(θ̂)

m̂2 = M2(θ̂)

· · ·
m̂p = Mp(θ̂)

即选择参数值 θ̂ 对样本和总体矩的估计，求得的 θ̂ = θ̂n(Xn) 称为真实参数值 θ0 的矩估计

量 MME．

6.2.1 广义矩估计方法

在实际中，我们很难真正能够掌握所有的矩，因为总体分布未知．经济学往往会使用一组

矩条件刻画经济理论或经济假说，用有经济理论的矩条件来估计真实的模型的参数值．

E[m(X, θ0)] = 0

其中 E(·) 是关于随机变量 X 的概率分布的数学期望，这些矩可能来自于经济理论，且

q ≥ p

给定 q 个总体矩条件：

E[m(Xi, θ0)] = 0

其中 m(Xi, θ) 是 q × 1 维的随机向量．

Theorem 6.6 (GMM 估计量的存在性). 假设二次型 m̂(θ)′Ŵ−1m̂(θ) 在 θ ∈ Θ 上连续概率

为 1，且参数空间 Θ 是一个紧集，则存在满足一下的最小化问题的最优解．

θ̂ = arg min
θ∈Θ

m̂(θ)′Ŵ−1m̂(θ)
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6.3 最优无偏估计

对于一个参数来说我们想要去得到最好的估计，而证明去衡量“最好”这件事？这里就定义

了一个 OLS 常用的均方误准则

Definition 6.3.
MSEθ(θ̂) = Eθ(θ̂ − θ)2

其度量的是一个未知参数 θ 与估计 θ̂ 量之间的总体偏离程度．MSE 越小估计越好，在均

方误下的 θ 最优估计就是 MSE 最小的那个．

Definition 6.4.
Biasθ(θ̂) = Eθ(θ̂)− θ

若 Bias=0，称估计量 θ̂ 为 θ 的无偏估计量．

一个无偏估计量从统计意义上给出了一个正确估计．即不存在任何的向上和向下偏差．

Theorem 6.7.

E(θ̂ − θ)2 = var(θ̂) + [Bias(θ̂)]2

证明.

E(θ̂− θ)2 = E[θ̂−E(θ̂)+E(θ̂)− θ]2 = E[θ̂−E(θ̂)]2+[E(θ̂)− θ]2+2E{[θ̂−E(θ̂)][E(θ̂)− θ]}

其中交叉项：

E{[θ̂ − E(θ̂)][E(θ̂)− θ]} = 0

故成立．

由此 MSE 的两部分，一部分由 var 解释，是因抽样变化所导致的波动性 (variability)，Bias
测度了关于估计方法的估计精度 (accuracy)．对于任何的无偏估计量，MSE = E(θ̂−θ)2 =

var(θ)，因此最优无偏估计量是方差最小的无偏估计量．（无偏性是由偏差所控制了，在这

里就是一个前提）

Definition 6.5 (相对有效性).
MSE(θ̂) ≤ MSE(θ̃)

Definition 6.6 (Generalized Unbiased Estimation). τ̂ = τ̂n(Xn) 是 τ(θ) 的无偏估计量，若

Eθ(τ̂) = τ(θ),对所有的 θ ∈ Θ
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Definition 6.7. 一致最优无偏估计 Γ 为参数定义 τ(θ) 的一类无偏估计量的集合，其中

θ ∈ Θ．若估计量满足对于所有的 θ ∈ Θ, Eθ(τ̂
∗) = τ(θ)；对 Γ 中对 τ(θ) 中的任意估计量都

有 var(τ̂ ∗) ≤ var(τ̂) 成立，也就是最小的．则认为估计量 τ̂ ∗ 是一致最优估计无偏．

6.4 Cramer-Rao 下界

Theorem 6.8 (Gramer-Rao 下界). 令 Xn 为一个随机样本，联合 PMF/PDF 为 fXn(xn, θ)，

令 τ̂ = τ̂nX
n 为参数 τ(θ) 的任意估计量，且 Eθτ̂ 是 θ 的可导函数．期望 Eθ(·) 是定义在

随机样本 Xn 的联合分布．则对满足 Eθ(·) < ∞ 的任意函数 h : Rn → R，若以下的条件成

立，则对于所有的 n > 0 和所有的 θ < Θ，

7 假设检验

Definition 7.1. 假设检验是一种统计决策，它设定了对于什么样的样本值，拒绝 H0 接受

HA 为真．

Definition 7.2. 因此需要考虑如何构建一个临界值或拒绝域: 随机样本 Xn 的样本空间中

的那些将拒绝 H0 的样本点集合称为拒绝域或临界域．拒绝域的补集称为接受域．接受域

表示为：

An(c) = {xn : T (xn) ≤ c}

拒绝域为：

Cn(c) = {xn : T (xn) > c}

c 为分界点，表示临界值．

Definition 7.3. 检验功效：若 C 是原假设 H0 : θ ∈ Θ 检验的拒绝域．则函数 π(θ) =

P0(θ)(Xn ∈ C) 称为拒绝原假设 H0 的检验功效．

检验功效是关于拒绝 H0 的概率．比如在正态分布检验时候，对于正态分布统计量的检验

T (Xn) =
√
n(Xn − µ0)/σ 的功效可表示为

π(µ) = P (

∣∣∣∣Xn − µ0

σ
√
n

∣∣∣∣ > zα/2)

对于假设检验来说，是一个犯错误的概率来评价与比较．而两类错误通常是负相关的，通

常情况下以固定第一类错误的概率来获得在第二类错误发生概率的降低．进一步的，我们

可得到若能够满足这样的统计量，我们称为一致的统计检验有最大功效．
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Definition 7.4. 令 T 为一族关于 H0 : θ ∈ Θ 和 HA : θ ∈ Θ 的检验集合．

7.1 Neyman-Pearson 引理

Theorem 7.1. 考虑一个简单的原假设 H0 : θ = θ0 和一个简单的备择假设 HA : θ = θ1．其

中对应的 θi(i = 1, 2) 的随机样本 Xn 的 PMF/PDF 为 fXn(xn, θi) 给定某个参数 c ≥ 0 则

定义一个检验的拒绝域 Cn(c) 和接受域 An(c) 分别为

Cn(c) = {xn :
fXn(Xn, θ1)

fXn(Xn, θ0)
> c}

An(c) = {xn :
fXn(Xn, θ1)

fXn(Xn, θ0)
≤ c}

且：

P [Xn ∈ Cn(c)|H0] = α

充分性：满足上述条件的任意检验为 α 的一致最大功效检验．必要性：若存在一个检验当

c > 0 时候满足上述检验，这对于每一个水平的 α 的一致最大功效检验．

Lemma 7.1. 假设 T (Xn) 是 θ 的充分统计量，g(t, θi) 为对应于 θi 的 PMF/PDF．

7.2 Wald 检验

g(θ) 为一个线性向量值函数

g(θ) = Rθ − r

其中 R = J × p 为已知常数矩阵，r 是 J × 1 是已知常数向量．原假设

H0 : Rθ = r

之后的概率模型是建立在已知概率正确的基础上．

一组正则条件:

•
√
n(θ̂ − θ0)

d→ N(0, V )，其中 V 为 p× p 对称有界非奇异矩阵．真实参数为内点．

• 当 n → ∞ 时，V̂
d→ V

• g : Rp → RJ，是 θ ∈ Θ 的连续可导函数．其中 J ≤ p
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