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第 1章 Introduction

1.1 贝叶斯统计的若干概念

定义 1.1

♣
在参数空间上的 Θ上的任意概率分布都称为是先验分布。通常以 π(θ)来表示随机变量 θ的概率函数。

定义 1.2

♣

获得样本 X后的分布称为后验分布。在给定X = x下的 θ条件分布记为 π(θ|x)，在有密度下，密度函数
为

π(θ|x) = h(x, θ)

m(x)
=

f(x|θ)π(θ)∫
Θ
π(θ)dθ

其中 h(x, θ) = f(x|θ)π(θ)，为 X和 θ的联合密度。

m(x) =

∫
Θ

h(x, θ) =

∫
Θ

f(x|θ)π(θ)dθ

称为是 X的边缘概率密度。

定义 1.3

♣
似然函数：在给定联合样本值 X下关于未知参数 θ的函数：L(θ|x) = f(x|θ)。

这里的 f(xθ)就是一个密度函数，也就是在给定 θ 的联合样本值。因此从定义上来看，似然函数与密度函

数是两个完全不同的数学对象。前者是关于的函数，后者是关于 x的函数。这里的等号只能理解为数值上的等

价，不能在定义上划等。�
笔记竖线”|”表示的是条件分布。”;”将两个参数分割开。一般情况下 f(x|θ)写为 f(x; θ).

1.2 选择先验

1.2.1 直方图法

将参数空间划分为一些小区间，在每一个小区间上决定主观概率或按照历史数据计算频率；绘制直方图，再

画一条光滑曲线。这个曲线就是先验 π(θ)的一个近似估计。

1.2.2 相对似然法

定义 1.4 (超参数)

♣先验分布中的参数就是超参数。

若我们确定了先验分布的形式，进一步来确定参数的大小，可以使用的方法有

矩估计法

分位数法



1.3 边缘分布确定先验分布

1.3 边缘分布确定先验分布

定义 1.5

♣

假设随机变量 X有概率函数 f(x|θ)，θ有先验分布 Fπ(θ)其中的概率函数为 π(θ)，定义随机变量 X的边
缘分布

m(x) =

∫
Θ

f(x|θ)dFπ(θ)

当先验中有未知超参数 λ时，记 π(θ) = π(θ|λ)则边缘分布依赖于 λ，此时可记m(x) = m(x|λ)。

1.3.1 边缘分布的统计意义解释

定义 1.6

♣

混合分布，一个随机变量 X分别从 F1, F2 中抽取样本，其概率为 p, 1 − p。这个混合分布函数为 F (x) =

pF (x|θ1) + (1− p)F (x|θ2)，用概率来表示

f(x) = pf(x|θ1) + (1− p)f(x|θ2)

称F (x)为F (x|θ1)和F (x|θ2)的混合分布。p和 1-p可认为是随机变量 θ的分布。即P (θ = θ1) = p = π(θ1)，

P (θ = θ2) = 1− p = π(θ2)。从混合中抽取容量 n的样本，那么将约有 nπ(θ1)个样本抽自于总体。

从这个定义中，我们可看见，边缘分布m(x)是混合分布的推广。

1.3.2 选择先验分布的ML-II方法

当我们观测到先验分布 π1 和 π2 的时候，使得

m(x|π1) > m(x|π2)

我们可以认为选择 π1 的似然比会高于 π2。更有可能从 π2 中产生。

定义 1.7

♣

设 Γ为所考虑的先验类，若存在 π̂ ∈ Γ，有样本 x = (x1, x2, · · · , xn)后，使得

m(x|π̂) = sup
π∈Γ

m(x|π) = sup
π∈Γ

n∏
i=1

m(xi|π)

则称其为 Γ中的最大似然先验，或简称为ML-II先验。

1.3.3 选择先验的矩估计法

当先验分布 π(θ|λ)的形式已知，但含有的未知超参数 λ时候，可以利用的先验分布的矩与边缘分布的矩之

间的关系来寻求超参数 λ的估计量 λ̂。

步骤：计算样本分布 f(x|θ)的期望和方差：

µ(θ) = EX|θ(X), σ2(θ) = EX|θ[X − µ(θ)]2

此处的 EX|θ 表示为在给定 θ 的条件下关于样本分布的期望。第二步需要计算边缘密度 m(x) = m(x|λ)的期望
µm(λ)和方差 σ2

m(λ)，即

µm = EX|λ(X) =

∫
X

xm(xλ)dx =

∫
X

∫
Θ

xf(x|θ)π(θ|λ)dθdx = Eθ|λ[µ(θ)] (1.1)

2



1.4 无信息先验分布

1.4 无信息先验分布
贝叶斯分析中的重要特点在于统计推断时候利用先验信息，但可能常常出现没有先验信息的情况或者信息

较少，这时候需要使用无信息先验，即对参数空间没有的先验信息。

1.4.1 Laplace先验与广义先验分布

定义 1.8 (Laplace先验)

♣

假设随机变量 X ∼ f(x|θ), θ ∈ Θ，若 θ的先验密度 π(θ)满足条件：

π(θ) ≥ 0且
∫
Θ
π(θ) = ∞

后验密度 π(θ|x)是正常的密度函数。
就称 π(θ)为 θ的广义先验密度。

�
笔记即使给一个常数使得 cπ(θ)仍然是一个广义先验密度。

定义 1.9

♣假设检验：H0 : θ ∈ Θ ↔ H1 : θ ∈ Θ此时 θ0 ∩ θ1 = Θ获得 θ的后验分布。

定义 1.10 (行为空间)

♣

d = d(x)表示的是所采取的决策活动；检验中D = {d0, d1, · · · } d0表示的是接受原假设H0，d1表示拒绝
原假设。

定义 1.11

♣
损失函数：θ ×D非负可测。损失函数 L(θ, d)损失越小，表示决策越优。

1.4.2 位置参数的无信息先验

定义 1.12

♣
假设总体 X的密度函数有 f(x− θ)，其样本空间 X 和参数空间 Θ都是 R，此类称为位置参数。θ ∈ Θ

比如在 X ∼ N(θ, σ2)，其中 σ2 已知，则
1√
2πσ

exp{− 1

2σ2
(x− θ)2} = f(x− θ)

属于位置参数族，其中的 θ为位置参数。

位置参数具有平移变换群下的不变性。对 X作平移得到 Y = X + c，同时对 θ也作平移变换得到 η = θ+ c，

显然 Y的密度函数有形式 f(y − η)仍然是位置参数族中。此时对于此的先验密度 π(θ) =≡ 0，是一个广义的先

验密度。

1.4.3 刻度参数无信息先验

定义 1.13 (刻度参数族)

♣

假设总体 X的密度函数有 σ−1ϕ(x/σ)的形式，其中 σ > 0为刻度参数。参数空间 R+ = (0,∞)则此类密

度函数构成的分布称为刻度参数族 (scale parameter family)。

3



1.5 共轭先验分布

对于尺度参数，实际上不过是在图像上进行收缩变换。得到 Y = CX，参数 σ也同样进行变换 η = cσ，变

换系数 c>0。显然仍然是属于这个尺度参数族的。即对于任意的 a, b, 0 < a < b, c > 0，σ 落在 [a, b]上的先验概

率，应当等于 η落在 [ca, cb]上的概率。不难看出的是，只有当先验为 π = 1/σ时候成立。

1.4.4 杰弗里斯先验

对于一个分布族可能都不是尺度参数也不是位置参数。假设分布族 {f(x|θ)}满足 Cramer-Rao正则条件，其
中 θ = (θ1, · · · , θn)是 p维的参数向量。正则条件为五条。杰弗里斯先验：写出总体的自然对数

l(θ, x) = l(θ) = ln[f(x|θ)]

求出 Fisher信息矩阵
I(θ) = [Iij(θ)]p×p, Iij(θ) = Ex|θ(

∂l

∂θi
× ∂l

∂θj
)i, j = 1, · · · , p

这的表示对总体密度 f(x|θ)求期望。参数向量 θ的无信息先验密度：

π(θ) =
√

det[I(θ)]

1.5 共轭先验分布

1.5.1 概念

定义 1.14

♣

假设 F 表示从 θ的先验分布中构成的分布族。若对于任取的 π ∈ F 及样本值 x，后验分布 π(θ|x)仍然属
于 F，则称这个是一个共轭先验分布。

也就是样本的先验分布与后验密度函数 π(θ|x)同属于一个分布。也称 π(θ)是参数 θ的共轭先验分布。

例题 1.1 N ∼ (θ, σ2)的方差为 σ2 的共轭先验。假设 x = (x1, x2, · · · , xn)来自正态分布，此样本密度为

p(x|σ2) = (
√
2πσ)−nexp{− 1

2σ2

∑
(xi − θ)2} ∝ (

1

σ2
)n/2exp{− 1

2σ2

∑
(xi − θ)2}

这里的密度显然可以看为是似然函数。其中的 σ2 的因式决定了 σ2 的共轭先验分布形式。若有一个分布的

核有这种形式，这个分布与似然函数的乘积也有相同的形式，进而推导出这个分布是共轭先验。现假设随机变

量 X服从 Gamma(α, λ)分布，其中 α > 0称为形状参数，λ > 0称为位置参数。密度函数

p(x|α, λ λα

Γ(α)
xα−1eλx, x > 0

再令 Y = X−1 可得 Y的密度函数
p(y|α, λ) = λα

Γ(α)
(
1

y
)α+1exp(

−λ

y
)

这个分布称为倒 Γ分布。

1.5.2 后验分布计算实例

π(θ|x) = f(xπ(θ))π(θ)

m(x)
∝ f(x|θ)π(θ)

正比于：可以使我们只关注等式左右两侧相关的因子，一些常数可直接省略。

比如 X ∼ B(n, θ)，若取 θ的先验分布为 Be(a, b)，求 θ的后验分布。似然函数的核是 θx(1− θ)n−x，先验

密度的核是 θa−1(1− θ)b−1，因此有

π(θ|x) ∝ f(x|θ)π(θ) ∝ θx+a−1(1− θ)n−x+b−1

4



1.6 分层先验

可清晰的看出右侧为贝塔分布 Be(x+ a, n− x+ b)的核。因此添加正则化因子得到的后验密度

π(θ|x) = Γ(n+ a+ b)

Γ(x+ a)Γ(n− x+ b)
θ(x+a)−1(1− θ)(n−x+b)−1, 0 < θ < 1

1.5.3 共轭先验优点

方便计算、后验分布的某些参数可以很好的解释。

1.6 分层先验

定义 1.15

♣

当给定的先验分布的超参数难以确定时候，可以对超参数再给出一个先验、第二个先验称为超先验。若

超先验的超参数仍然难以确定，再给出一个先验。由先验和超先验决定的一个新先验称为分层先验。

X|θ ∼ f(x|θ)

θ|λ ∼ π1(θ|λ)

λ ∼ π2(λ)

其中 X 表示的是样本空间，Θ为参数空间，Λ为超参数空间。π2(λ)常取无信息先验。

其中 X 表示样本空间。�
笔记任何一个分层先验都可以写成一个规范的先验，一个二层先验，这个规范先验是

π(θ) =

∫
v

arLambdaπ1(θ|λ)π2(λ)dλ =

∫
Λ

π(θ, λ)dλ
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第 2章 常见的统计模型参数的后验分布

一切统计推断都是从后验分布出发，后验的计算较为关键。

2.1 后验分布与充分性
当先验分布有密度时候的后验分布的计算公式

h(x, θ) = f(x|θ)π(θ)

样本的边缘密度为：

m(x) = m(x|π) =
∫
Θ

f(x|θ)π(θ)dθ

以公式可知

π(θ|x) = h(x, θ)

m(x)
=

f(x|θ)π(θ)
m(x)

=
f(x|θ)π(θ)∫

Θ
f(x|θ)π(θ)dθ

因为m(x)仅为与 x相关的函数，因此可认为其为一个常数，将上述公式转化为

π(θ|x)

定义 2.1 (充分统计量)

♣

X ∼ f(x|θ), θ ∈ Θ, X = (X1, X2, · · · , Xn)是从总体中获得的独立同分布的样本。T = T (X)是一个统计

量，若在 T = t给定的情况下，X的条件分布于 θ无关，那么就认为其是一个充分统计量。一个比较好的

判断充分统计量的方式是因子分解定理。

引理 2.1

♡

假设X ∼ f(x|θ), θ ∈ Θ，此时的 f(x|θ)为随机变量 X的概率密度函数，X = (X1, X2, · · · , Xn)是从总体

抽取的 iid样本。T = T (X)是统计量，其密度函数为 q(t|θ)，若充分，则 ∀π ∈ Γ 有

π(θ|x) = π̃(θ|t)

也就是对于样本的 X分布，与基于充分统计量的后验得到的估计是相同的。

2.2 正态总体参数的后验分布
假设 X1, X2, · · · , Xni.i.d ∼ N(θ, σ2)，记 X = (X1, X2 · · · , Xn)，若给定的 φ = (θ, σ2)时样本 X 的联合概

率分布为

f(x|varphi) = (2πσ2)−
n
2 exp{− 1

2σ2

n∑
i=1

(xi − θ)2}

= (2πσ2)−
n
2 exp{− 1

2σ2
[

n∑
i=1

(xi − x)2 + n(x̄− θ)2]}

定义 2.2

♣

若随机变量 Y具有下的概率密度

p(y|v, µ, τ2) =
Γ( v+1

2 )

Γ( v2 )
√
vπ

· 1
τ
· [1 + 1

v
(
y − µ

τ
)2]−

v+1
2

则称其为广义一元 t分布。



2.3 共轭先验下的后验分布

2.2.1 无信息先验下的后验分布

1. 当 σ2 已知时，均值参数的后验分布 X̄ = 1
n

∑n
i=1 Xi 在总体 N(µ, σ)中可以得到 θ的似然函数为

l(θ|x̄) =
√

n

2πσ2
exp{− n

2σ2
(x̄− θ)2} ∝ exp{− n

2σ2
(x̄− θ)2}

由 π(θ) ≡ 1, θ ∈ R可得到 θ的后验密度为

π(θ|x) ∝ l(θ|x̄)π(θ) ∝ exp{− n

2σ2
(θ − x̄)2}

这个是非标准化的，属于一个核。因此需要添加正则化常数因子得到即 θ的后验分布为 N(x̄, σ2/n)

当 σ2 和 µ都未知时候，给定 x，(θ, σ2)的似然函数：

l(θ, σ2|x) ∝ (σ2)6−n

2
exp{− 1

2σ2
[vs2 + n(θ − x̄)2]}

此处的 v = n− 1, s2 = 1
v

∑n
i=1(xi − x̄)2

假设 θ和 σ的无信息先验分别为 π1(θ) ≡ 1和 π2(σ
2) = 1/σ2

2.3 共轭先验下的后验分布
1.当 σ2 已知，均值参数 θ的后验分布

l(θ|x̄) =
√

n

2πσ2
exp{− n

2σ2
(x̄− θ)2} ∝ exp{− n

2σ2
(x̄− θ)2}

假设 θ的共轭先验分布为 N(µ, τ2)，其密度函数

π(θ) =
1√
2πτ

exp{− (θ − µ)2

2τ2
} ∝ exp{− (θ − µ)2

2τ2
}

记 σ2
n = σ2/n则我们就有

其中

A =
1

σ2
+

1

τ2
, B =

x̄

σ2
n

+
µ

τ2
, C =

x̄2

σn
+

µ2

τ2

2.当 θ已知时候，参数 σ2 的后验分布

令 T =
∑n

i=1(Xi − θ)2，则给定 θ时候，T 为 σ的充分统计量。T/σ2 ∼ χ2
n，给定 T = t，由其可得到

l(σ2|t) ∝ (σ2)−n/2exp{− t

2σ2
}

根据前给出的参数 σ2 的无信息先验

π(σ2) ∝ 1

σ2

因此 σ2 的后验分布

π(σ2|t) ∝ l(σ2|t)π(σ2) ∝ (σ2)−(n
2 +1)exp{− t

2σ2
}

2.4 一类离散分布和多项式分布
假设离散随机变量 X 的概率分布有以下形式：

f(x|θ) = P (X = x|θ) = h(x)θb(x)(1− θ)d(x) (2.1)

其中的 b(x)和 d(x)分别取非负整数，此类包含几个常见分布

1. 0-1分布 B(1, θ)，h(x) = 1, b(x) = x, d(x) = 1− x，即 f(x|θ) = P (X = x|θ) = θx(1− θ)1−x

2. 二项分布 B(n, θ) : h(x) = (nx) , b(x) = x, d(x) = n− x

3. 几何分布

7



2.5 多项分布的后验分布

4. 负二项分布

2.4.1 参数的先验为无信息先验的后验分布

由式 (2.1)可知 θ的似然函数

l(θ|x) ∝ θb(x)(1− θ)d(x)

先验为 π(θ) ≡ 1时候，θ的后验分布为：

π(θ|x) ∝ θb(x)(1− θ)d(x)

上式中为 Beta分布的核，添加正则化因子后可以得到：

π(θ|x) = Γ(b(x) + d(x) + 2)

Γ(b(x) + 1)Γ(d(x) + 1)
θb(x)+1(1− θ)(d(x)+1)−1 (2.2)

其中 0 < θ < 1，θ的后验分布式贝塔分布 Be(b(x) + 1, d(x) + 1)。

2.4.2 参数的先验分布为共轭先验的后验分布

令 θ的共轭分布为贝塔分布 Be(α, β)，其密度函数为

π(θ) =
Γ(α+ β)

Γ(α)Γ(β)
θα−1(1− θ)β−1 ∝ θα−1(1− θ)β−1

其后验分布为：

π(θ|x) ∝ l(θ|x)π(θ)

因此通过上述的推导我们可得到

θ的无信息先验为 π(θ) ≡ 1，则 θ的后验分布为 Be(b(x) + 1, d(x) + 1)

若 θ的共轭先验由 Be(α, β)给出，则 θ的后验为 Be(b(x) + α, d(x) + β)

2.5 多项分布的后验分布

假设X = (X1, X2, · · · , Xk)服从多项分布M(n, θ)，其中的Xi ≥ 0，
∑k

i=1 Xi = n, θ = (θ1, θ2, · · · , θk), θi ≥
0,
∑k

i=1 θi = 1独立参数只有 k-1，因此 X 的概率分布为

p(x|θ) = P (X1 = x1, X2 = x2, · · · , Xk = xk|θ) (2.3)

=
n!

x1!x2! · · ·xk!

(
k−1∏
i=1

θxi
i

)(
1−

k−1∑
i=1

)xk

(2.4)

2.6 无信息下的后验分布
当 σ 已知下的均值参数 θ的后验分布记 X̄ = 1

n

∑n
i=1 Xi，在 N(θ, σ2)总体中，当 σ 已知，则 T = X̄ 为充

分统计量。可得 X̄ ∼ N(θ, σ2/n)，故 θ的似然函数为

l(θ|x̄) =
√

n

2πσ2
exp{− n

2σ2
} ∝ exp{− n

2σ2
(x̄− θ)}
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第 3章 贝叶斯推断

从统计模型中参数的贝叶斯分析的两种方式：

1. 从 θ后验出发，考虑 θ的贝叶斯推断问题，不考虑损失

2. 考虑损失，用统计决策方法来考虑 θ的贝叶斯分析问题。

3.1 条件方法和原理

3.1.1 条件方法

后验分布式在给定样本 x下的 θ 的条件分布，基于后验分布的统计推断只有考虑了已经出现的数据，认为

未出现的数据并没有做出贡献。经典统计学家认为参数 θ的无偏估计 θ̂(X)应满足

E[ ˆθ(X)] =

∫
X

θ̂(x)p(x|θ)dx = θ (3.1)

求平均是对于所有的样本空间出现的样本求得的。实际上在不少的估计量只使用 1次或几次，多数为出现
的样本也要参与平均就较为难以理解。

3.1.2 似然原理

似然原理的核心是似然函数，在从总体中抽取独立同分布的样本之后，其联合分布 f(x|θ) = f(x1, x2, · · · , xn|θ)
。当我们固定 x时候，把 f(x|θ)看为是一个 θ的函数，称为似然函数，记

L(θ|x) = f(x|θ) =
n∏

i=1

f(xi|θ) (3.2)

似然函数强调的是 θ 的函数，样本 x是在似然函数中给出了一组观测值。在这组观测值之下使得似然函数取值

更大的就更为可能是 θ 的真值。特别的，当使得 L(θ|x)在参数空间 Θ取值达到最大的 θ 之后的 θ̂(x)称为是最

大似然估计。假如两个似然函数成比例，比例因子又并不依赖于 θ，则他们的MLE是相同的。

3.2 贝叶斯点估计
从不同的统计量中考虑：一个后验概率 π(θ|x)的众数称为参数 θ的后验众数估计。中位数也就对应于后验

中位数估计；期望也即后验期望估计，这些都是称为点估计 θ̂β

3.2.1 贝叶斯点估计的误差

定义 3.1

♣

假设参数 θ的后验分布为，其中是已知样本，则 (θ − θ̂)2 后验期望

PMSE(θ̂) = Eθ|x(θ − θ̂)2 = E[(θ − θ̂)2|x]

这个就称为 θ̂的后验均方差。其平方根称为是 θ̂的标准误。

其中的 PMSE越小越好，若 µπ(x)为 θ的后验均值，特别当 δ(x) = E(θ|x) = µπ(x)时候，则 δ(x)的 PMSE
为后验方差，即

PMSE(δ(x)) = Eθ|x[(θ − µπ(x))2] = V π(x) (3.3)



3.3 区间估计

其中的 V π(x)是 θ的后验方差。对 θ的任一估计 δ(x)，其后验均方误差PMSE(δ(x))与它的后验方差 V π(x)

的关系
PMSE(δ(x)) = Eθ|x[(θ − δ(x))2]

= Eθ|x[(θ − µπ(x)) + (µπ(x)− δ(x))]2

= V π(x) + [µπ(x)− δ(x)]2 ≥ V π(x)

(3.4)

其中等号成立的充分条件为 δ(x) = µπ(x)，即 θ的后验期望估计使得 PMSE 达到最小。

3.2.2 多参数情形

若 θ = (θ1, θ2, · · · , θn)，则后验众数估计：从后验分布中用广义最大似然估计来获得的后验密度作为后验众
数估计；后验期望估计：µπ(x) = Eθ|x(θ)，估计量的精度用后验协方差举证来衡量

COveπ(x) = Eθ|x[(θ − µπ(x))(θ − µπ(x))]

3.3 区间估计
对于区间估计，当 θ的后验分布获得后，就可以求出其落入某个区间 [a,b]的概率 1− α的估计。

P (a ≤ θ ≤ b|x) =
∫

+abπ(θ|x)dθ = 1− α

定义 3.2 (可信区间)

♣

θ的后验分布 π(θ|x)，对于给定的概率 1− α，集合 C满足如下的条件

P (θ ∈ C|x) =
∫
C

π(θ|x)dθ = 1− α

对于任意给定的 θ1 ∈ C 和 θ2 /∈ C，总会存在 π(θ1|x) > π(θ2|x) 称 C 为 θ 下的最大后验密度可信集。

1− αHPD可信集。

3.3.1 泊松分布参数的估计

p(x|λ) = λx

x!
e−λx = 0, 1, 2 · · ·

后验分布

π(λ|x) ∝ p(x|λ)π(λ) ∝

参数估计当柏松分布的均值取 Gamma(α, β)作为共轭先验。

3.4 假设检验
假设检验是统计推断的重要问题，其具体步骤如下：

对于问题来给出原假设 H0，和备择假设 H1，将假设检验问题写成

H0 : θ ∈ Θ0 ↔ H1 : θ ∈ Θ1

其中的 Θ0 为参数空间 Θ的非空真子集。同时满足互斥性：Θ1 = Θ−Θ0。
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3.5 预测推断

3.4.1 贝叶斯因子

定义 3.3

♣

假设两个的先验概率 π0和 π1。后验概率分别为 α0和 α1。比例 α0/α1表示的含义是后验机会比。而 π0/π1

表示的是先验机会比。则贝叶斯因子 (Baysian factor)：

Bπ(x) =
α0/α1

π0/π1

Bπ(x)的取值越高，表示对 H0 的支出度越高。

α0

α1
=

π0f(x|θ0)
π1f(x|θ1)

(3.5)

若要拒绝原假设，也就是要求 α1/α1 < 1成立，由 (3.5)可以得到
f(x|θ1)
f(x|θ0)

>
π0

π1

也即要求两个密度函数值之比要大于临界值，与 NP引理的基本结果类似。

3.4.2 简单假设对复杂假设

H0 : θ = θ0 ↔ H1 : θ ̸= θ0 (3.6)

检验问题 (3.6)是经典统计的一类常见问题，当参数 θ为连续变量时候，用简单假设是不够合理的。因此往

往是用一个检验区间来考虑。

假设样本分布为 f(x|θ)，容易求出边缘分布

m(x) =

∫
Θ

f(x|θ)π(θ)dθ = π0f(x|θ0) + π1m1(x)

3.4.3 多重假设检验

Hi : θ ∈ Θi, i = 1, 2, · · · , k (3.7)

其中 Θ1 ∩Θ2 · · · ∩k = Θ，每一个都是非空子集。计算后验概率

αi = P (Θ|x), i = 1, 2, · · · , k

若存在一个 αi0 最大，则接受假设 i0。

3.5 预测推断

3.5.1 贝叶斯预测分布

定义 3.4

♣

假设X ∼ f(x|θ)，X = (X1, X2, · · · , Xn)，从总体中抽样获得的历史数据。Z的未来预测值 Z0的后验预

测密度 (posterior predictive density)定义为

p(z0|x) =
∫
Θ

g(z0|θ)π(θ|x)dθ

11



3.6 模型选择

3.6 模型选择
M0 : X 有密度 f(x|θ)，其中 θ ∈ Θ0

M1 : X 有密度 f(x|θ)，其中 θ ∈ Θ1

3.6.1 贝叶斯模型评价

1.评价的重要性贝叶斯模型的基本想法是指定抽样分布和所有未知的参数先验，贝叶斯模型的任何推断是
基于后验分布所进行的。贝叶斯推断的结果依赖于指定的模型。

2.AIC和 BIC准则最大似然原理：AIC准则

AIC = −2 ln f(xn| ˆθMLE) + 2p

其中的 ˆθMLE 为 θ的最大似然估计。p是参数向量的维数，2p为惩罚项。最优模型可通过最小化 AIC得到。
3.贝叶斯预测信息准则 (BPIC)

BPIC = −2

∫
Θ

ln f(xn|θ)π(θ|xn)dθ + 2p

p为模型中的参数个数。
4.偏差信息准则 (DIC)令 D(θ) = −2 ln f(xn|θ)，常用于度量偏差的方式

pD = D̄ −D(θ̄) = 2 ln f(x|θ̄n)− 2

∫
Θ

ln f(xn|θ)π(θ|xn)dθ
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第 4章 贝叶斯统计决策

决策实际上是一个过程，可划分为两个部分，第一个部分是将决策问题进行描述。第二个部分是将如何决

策使得收益最大化的过程进行表示。

4.1 后验风险最小原则
假设 L(θ, δ(x))为损失函数，损失函数进行样本求分布求平均就可得到风险函数。（也就是用期望来定义风

险函数）损失函数按照后验分布 π(θ|x)求期望就可以得到后验风险。

定义 4.1

♣

假设 π(θ|x)为 θ的后验分布，L(θ, δ(x))为损失函数，则

R(δ(x)|x) = E[L(θ, δ(x))] =


∫
Θ

L(θ, δ(x))π(θ|x)dθ, θ为连续型变量∑
i

L(θi, δ(x))π(θi|x), θ为离散型随机变量

称为决策函数 δ(x)的后验风险。

若存在一个决策函数 δ∗(x) ∈ D，使得对任意决策函数 δ(x) ∈ D，有

R(δ∗(x)|x) = min
δ∈D

R(δ(x)|x)

则称这个是后验风险最小准则下的最优贝叶斯决策函数。

4.1.1 后验风险与贝叶斯风险关系

f(x, θ) = f(x|θ)π(θ) = π(θ|x)m(x)其中的 Rπ(δ(x))改写为：

Rπ(δ(x)) = Eθ[R(θ, δ(x))]

=

∫
Θ

R(θ, δ(x))π(θ)dθ

=

∫
Θ

[∫
Xn

L(θ, δ(x))f(x|θ)dx
]
π(θ)dθ

= EX [R(δ(X)|X)]

从该公式可看出，贝叶斯风险决策的两种表达式：

Rπ(δ(x)) = Eθ[R(θ, δ(x))] = EX [R(δ(X)|X)]

也就是两种积分顺序：先对 θ求积分，再对 X的绝对分布m(x)求均值（积分）。

4.1.2 后验风险最小的原则

定理 4.1

♡

假设存在决策函数 δ(x) ∈ D对于任意的决策函数 δ(x) ∈ D使得

R(δ(x)|x) = inf
δ∈D

R(δ(x)|x) = inf

∫
Θ

L(θ, δ(x))π(θ|x)dθ

则 δπ(x)为先验分布下的贝叶斯解。



4.2 一般损失函数的贝叶斯估计

证明 δ ∈ D

R(δ(x)|x) =
∫
Θ

L(θ, δ(x))π(θ|x)dθ ≥
∫
Θ

L(θ, δπ(x))π(θ|x)dθ = R(δπ(x)|x)

Rπ(δ(x)) =

∫
X

R(δ(x)|x)m(x)dx ≥ Rπ(δπ(x))

定义 4.2

♣
若 π(θ)为广义先验，所求得的最优决策函数称为广义的贝叶斯解。

例题 4.1通过血液检测的例子，假设 θ1 患者患病，θ2 患者不患病，X = 1, 0分别表示化验结果为阳性和阴性。

p(X = 1|θ1) = 0.8, p(X = 0|θ1) = 0.2

p(X = 1|θ2) = 0.1, p(X = 0|θ1) = 0.9

损失函数 L(θ, a)如下：

由上述说明可得到我们参数 θ的后验分布

π(θ1|x = 0) = 0.012, π(θ2|x = 0) = 0.988

π(θ1|x = 1) = 0.296, π(θ2|x = 1) = 0.704

进一步对后验风险进行刻画：

R(a1|x = 0) = Eθ|x[L(a1, θ)]

= L(a1, θ1)× π(θ1|x = 0) + L(a1, θ2)× π(θ2|x = 0)

= 0× 0.012 + 4× 0.988 = 3.952

类似的可得到

R(a2|x = 0) = 10× 0.012 + 0× 0.988 = 0.12,

R(a3|x = 0) =

同理：当 x = 1时，可计算得到

R(a1|x = 1) = 2.816

R(a2|x = 1) = 2.96

R(a3|x = 1) = 3.184

X所表达的是后验所得到的类别能对先验的修正，同样还是一个随机事件，而我们想要知道的是在这个随机事
件给定的情况下得到决策函数的后验风险的期望值。

4.2 一般损失函数的贝叶斯估计
在先前所讨论的损失函数是一个线性的函数，在这里进一步考虑一个连续的损失函数。

定理 4.2

♡

在平方损失函数下，L(θ, a) = (θ − a)2,theta的贝叶斯估计为后验期望值。

θ̂B(x) = E(θ|x) =
∫
Θ

θπ(θ|x)dθ

证明略。
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4.2 一般损失函数的贝叶斯估计

加权的平方损失函数：

θ̂B =
E(θw(θ)|x)
E(w(θ)|x)

绝对值的损失函数 (abosolute error loss function)

L(θ, a) = |a− θ|

下 θ为贝叶斯估计的后验中位数。

定理 4.3 (线性损失函数)

♡

L(θ, a) =

k0(θ − a)

k1(a− θ)

后验风险最小准则的贝叶斯估计为 k0/(k0 + k1)的分位数。
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第 5章 贝叶斯统计计算方法

在贝叶斯统计方法中，常常需要计算后验期望分布的期望、方差、分位数等数字特征。常用的后验均值，是

平方损失下的贝叶斯估计，此估计量的精度是在后验方差来度量的。后验众数、中位数等常常作为贝叶斯估计

的可信区间。一些后验分布并没有很好的数字特征显示表达，需要一些特殊的计算方法。

5.1 蒙特卡洛抽样方法
MCMC方法是常常需要计算一些后验期望等数字特征时候。

π(θ|x) = p(x|θ)π(θ)∫
p(x|θ)π(θ)π(θ)dθ

我们所感兴趣的是函数 h(θ)的后验期望：

E[(h(θ))|x] =
∫

h(θ)π(θ|x)dθ =

∫
h(θ)p(x|θ)π(θ)dθ∫
p(x|θ)π(θ)dθ

(5.1)

5.1.1 蒙特卡洛抽样

若 (5.1)没有显式表达，除了可以使用分析学的逼近或数值积分的方法外，还可以考虑使用蒙特卡洛抽样方
法。若可以从后验分布 π(θ|x)中产生独立同分布的观测值 θ1, θ2, · · · , θm，由大数定理可得到：

h̄m =
1

m

m∑
i=1

(h(θi)) (5.2)

几乎处处收敛到 E[h(θ)|x]，这一结果保证了样本量 m足够大的时候可以使用 h̄m 来作为 E[h(θ)|x]的估计。
而估计量 (5.2)被称为积分的蒙特卡洛逼近 (Monte Carlo approximation)。这种估计量 (5.2)取毕节积分的方法称
为是蒙特卡洛抽样 (Monte Carlo sampling)方法。

5.1.2 蒙特卡洛重要性抽样方法

5.2 MCMC

5.3 Metropolis-Hastings算法

5.4 Gibbs抽样方法
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